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VORREDE. 



Die in vorliegendem Werke der OeflFentlichkeit übergebenen 
Vorlesungen hat der der Wissenschaft und den Hörern viel zu früh 
entrissene Professor Ferdinand Joachimsthal an der Universität 
zu Breslau im Wintersemester 1856/57 gehalten, und den Heraus- 
geber, der damals zu seinen Füssen sass, beauftragt, sie wort- 
getreu nachzuschreiben und für die Herausgabe druckfertig abzu- 
fassen. Nach Schluss der Vorlesungen empfing Herr Professor 
Joachimsthal das Manuscript und hatte nach eingehender Prüfung 
nichts Wesentliches daran auszusetzen; doch unterblieb die Heraus- 
gabe, wohl weil andere Gebiete der Mathematik, namentlich die Ele- 
mente der analytischen Geometrie, den hochverehrten Herrn beschäf- 
tigten. Wenn der Unterzeichnete erst jetzt, nachdem so viele Jahre 
verflossen sind, sich entschlossen hat, die Vorträge herauszugeben, so. 
liegt der Grund hauptsächlich darin, dass er lange Anstand genommen 
hat, selber die letzte Hand an die Druckfertigstellung zu legen. Als 
er aber einmal daran gegangen war, gaben ihm die hohen Vorzüge des 
Werkes den Muth, diese Arbeit zu Ende zu bringen, indem er hoffte, 
dass, was etwa an der Art der Abfassung den Beifall der Kenner nicht 
haben sollte, über den inneren Vorzügen der Vorlesungen verziehen 
werden würde. Als solche Vorzüge sei es gestattet, hier — und 
zwar nicht blos nach der Meinung des Herausgebers, sondern auch 
nach dem Urtheile von namhaften Gelehrten, denen das Werk jetzt 
zur Prüfung vorgelegen hat — nur hervorzuheben, dass die Vorlesungen 
ein bestimmtes scharf abgegrenztes Gebiet in fasslicher und eleganter 
Darstellung behandeln, namentlich auch in ihnen die verschiedenen 
Disciplinen der Mathematik in geistreicher Weise zur Lösung der 
Probleme herangezogen sind, wie besonders die Geometrie an vielen 
Stellen die rechnende Lösung vorbereitet, oder ihr nachfolgend die ge- 
fundenen Resultate deutet. 

Somit wird das Werk für Lernende eine nicht unwillkommene 
Gabe sein und Studirende der Mathematik an Universitäten und poly- 
technischen Schulen interessiren. 

Eeichenbach i. Schi. 

Dr. Liersemann. 
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Einleitung. 
§ 1. 

Erklärung. Man nennt Curven doppelter Krümmung 
solche krumme Linien, deren sämmtliehe Punkte nicht in Einer Ebene 
enthalten sind. 

Anmerkung. Der Ausdruck: doppelte Krümmung ist zu- 
erst gewählt worden von Clairaut und hatte bei ihm folgende Be- 
deutung. Wenn man sich eine ebene Curve auf zwei andere Ebenen, 
z. B. auf zwei Coordinatenebenen projicirt denkt, so werden im All- 
gemeinen beide Projectionen wiederum ebene Curven sein. Man kann 
jedoch eine der beiden Coordinatenebenen so wählen, dass die Pro- 
jection der gegebenen Curve auf sie eine gerade Linie wird. Bei 
Curven dagegen, die nicht in Einer Ebene liegen, ist es unmöglich, 
dass die eine Projectiön jemals eine Gerade werde, und deshalb 
sagte Clairaut, eine solche Curve nehme an den Krümmungen bei- 
der Projectionen theil oder sei doppelter Krümmung. Heut zu Tage 
hat man die Bezeichnung beibehalten, ihr aber einen ganz andern 
Sinn beigelegt. Denkt man sich nämlich in irgend welcher Curve 
vier Punkte a, b, c, d, die möglichst nahe an einander liegen, so 

kann man oflfenbar die Gerade ab näh erungs weise als die Richtung 

der Curve in diesem Punkte betrachten, ebenso bc und cd, und 
offenbar ändert sich demnach die Richtung der Curve von einem 
Theile zum andern. In diesem Sinne hat also jede Curve eine Krüm- 
mung, sie mag eben sein oder nicht in Einer Ebene liegen. Diese 
Krümmung geht gleichsam daraus hervor, dass die successiven Tan- 
genten der Curve sich beständig ändern. Liegt die Curve nun nicht 
in Einer Ebene, so hat sie noch eine andere Art der Krümmung: 
denkt man sich durch die drei Punkte a, b, c eine Ebene gelegt, 
und ebenso eine durch die drei Punkte b, c, d, so fallen diese beiden 
nach der Definition dieser Art Curven nicht zusammen, sondern die 

Gerade bc ist wirklich ihre Schnittlinie; es ändert sich also bei dieser 
Art Curven ebenfalls die Ebene, welche drei möglichst nahe Punkte 
der Curve in sich enthält: die Abweichung von der RicVvt\w>i% ^ksAsiv. 

JoACHiMSTTUL, AuwenduDg d. DiffeTentialTecbiv. '^ 
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somit nicht blos in der Tangente, sondern auch in der (cf. § 8.) so- 
genannten Schmiegungsebene der Curven doppelter Krümmung statt. 

Von der doppelt gekrümmten Curve unterscheiden wir die Curve 
im Räume, welches irgend eine Curve ist, auch wenn sie in Einer 
Ebene liegt, aber betrachtet wird als nicht in einer der Coordi- 
natenebenen liegend. 

§ 2. 

Lehrsatz. Wenn x, y^ z irgendwelche, rechtwinklige oder 
schiefwinklige Coordinaten sind, so wird eine Curve im Räume 
analytisch durch zwei Gleichungen zwischen diesen drei 
Variabein dargestellt. Dass zwei Gleichungen stattfinden müssen, 
ergiebt sich aus Folgendem: Denken wir uns ausser der Curve im 
Räume noch eine Ebene, die der xy Ebene parallel, sonst aber ganz 
beliebig ist, so haben alle Punkte dieser Ebene die z Coordinate ge- 
meinschaftlich. Diese Ebene schneidet im Allgemeinen unsre Curve 
im Räume in einem oder mehreren Punkten, jedenfalls in einer be- 
stimmten endlichen Anzahl von Punkten. Ist uns aber die Curve, 
d. h. ihr Gesetz bekannt, so müssen wir im Stande sein, zu jeder 
gegebenen Höhe z der Ebene ihren Durchschnittspunkt oder ihre 
Durchschnittspunkte in die gegebene Curve zu finden, und zwar ver- 
mittelst des Gesetzes der Raumcurve und des speciell gegebenen z. 
Dies heisst aber: Wir müssen, wenn z gegeben ist, x und y be- 
rechnen können, oder da man zwei Grössen finden soll: es müssen 
zwei Gleichungen zwischen ihnen und der Grösse z existiren, aus 
der man jene bestimmen soll. 

Stellt man die so eben gemachte Betrachtung in Zeichen dar, 

so haben diese beiden Gleichungen folgende Form f ^ \ \' Sie 

haben aber auch noch eine andere Bedeutung. Die erste Gleichung 
nämlich x = f{z) stellt eine ebene Curve und zwar eine Curve in 
der xz Ebene dar; mit jedem Punkte dieser Curve haben aber 
noch unzählig viele andere Punkte dasselbe x und dasselbe z, näm- 
lich alle Punkte derjenigen Geraden, welche in dem fraglichen Punkte 
der Curve x=f{z) normal auf der Ebene der xz errichtet werden 
kann. Die Gleichung x=^f{z) drückt also nicht nur die Curve in 
der xz Ebene aus, sondern alle Punkte desjenigen Cylinders, oder 
derjenigen cylindrischen Fläche, welche auf jener Curve in der 
xz Ebene normal steht. Ebenso genügen der Gleichung y = 9) (z) 
sämmtliche Punkte einer cylindrischen Fläche, die auf der Curve in 
der yz Ebene normal errichtet ist. (Die Bezeichnung normal bezieht 
sich natürlich nur auf rechtwinklige Coordinaten; das hier Gesagte 
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gilt aber auch für loxogonale Systeme , nur hat man dann statt nor- 
mal auf der Ebene die Worte zu setzen: parallel der in der Ebene 
nicht enthaltenen Coordinatenaxe.) Da nun die Curve im Räume bei- 
den Gleichungen genügt, so muss sie auf beiden Cylindern liegen 
oder der Durchschnitt dieser beiden Flächen sein: Das System 

der beiden Gleichungen | ~ ,v stellt also die darin be- 

zeichnete Raumcurve als die Durchschnittslinie der bei- 
den cylindrischen Oberflächen x=f{z)y y ^= q) (^z) dar. 

Betrachtet man dagegen jede dieser beiden Gleichungen nur als 
die der ebenen Curven in den Ebenen resp. der xz und yzj d. h. 
als die Gleichungen der Projectionen der gegebenen Raumcurve auf 
diese beiden Coordinatenebenen , so besteht die zweite, von der ersten 
wesentlich nicht verschiedene Art eine Raumcurve zu bestim- 
men darin, dass man sie durch ihre Projectionen auf zwei 
der Coordinatenebenen giebt. Zwei Projectionen sind nur 
nöthig, weil man die dritte leicht aus den Gleichungen der beiden 
ersten finden kann , indem man die ihnen gemeinschaftliche Ordinate, 
hier z, aus ihnen eliminirt. Denn hat man irgend zwei (von ein- 
ander unabhängige) Gleichungen zwischen den Variabein x, y, z 
und eliminirt eine, z. B. z, aus ihnen, so ist die resultirende Glei- 
chung zwischen x und y die der Projection der durch die beiden 
gegebenen Gleichungen ausgedrückten Raumcurve auf die Ebene 
der xy. 



§3. 

Es giebt nun noch eine dritte Art der Darstellung der 

Curven, nämlich dass man jede der drei Coordinaten 

X y z als eine Function von irgend einer vierten Grösse i 

[« = /*(*) 
diarstellt: <2/ = /lW- Zu dieser letzten Art der Darstellung bilden 

wir uns zwei Beispiele: 

1) Die gerade Linie im Räume. Eine gerade Linie gehe 
durch einen bestimmten Punkt («, &, c)\ eine ihrer beiden Hälften 
(von jenem Punkte an gerechnet) bilde mit den Coordinaten axen 
die Winkel a, j3, y, (der andere Theil bildet also resp. die Winkel 
Ä — a, 7t — j3, Ä — y). Es seien vlwcl xy z die Coordinaten irgend 
eines Punktes dieser geraden Linie, welcher von dem Punkte (flr, &, c) 
um r entfernt sein möge. Dann hat man für die erste Hälfte dieser 

Linie folgende drei Gleichungen : ^^ = cos a, ^^^ = cos /3, ?^=cosy 

oder, wie sich daraus ergiebt: a; = « -j- r. cos a, y = ^ -j- r. cos ß^ 



— 4 — 

z = c -{- r. cosy. Für den Punkt (x^yy z) aber auf der Hälfte die 
dieser entgegengesetzt ist, würde man haben: ^^— == — cos^; ^^^ 

= — cos ß y -^^ = — cos y y oder wiederum : x = a — r. cos Uy y :=ih 

— r.co&ßy z =^ c — r. cos y. Man kann folglich sagen: 

Man hat für sämmtliche Punkte dieser geraden Linie folgende 
Gleichungen : 

X == a '\- t. cos Ky y = b -j- t. cos j3, z = c -\- t. cos y. Die Be- 
deutung dieser Grösse t ist hier leicht einzusehen: für alle Punkte, 
welche auf der ersten Hälfte der Geraden liegen, ist sie dasselbe, 
wie die Entfernung r; für alle andern Punkte die Entfernung, mit 
dem Minus -Zeichen voran. Man erhält übrigens aus diesen drei 
Gleichungen sehr leicht die Projectionen dieser geraden Linie, in- 

1 ^ T • • X x — a y — b z—c 
dem man t elimmirt : = - — 5 = . 

cos a cos p cos y 

2) Die Schraubenlinie. In der xy Ebene liege ein Kreis, 
siehe Fig. 1, dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der Coordinaten 
sei; und auf diesem Kreise stehe normal ein Cylinder. Da wo der 
Kreis die x Axe schneidet, fange ein Punkt an, sich an dem Cy- 
linder in die Höhe zu bewegen, und zwar so^ dass seine Steigung 
proportional ist dem Winkel, welchen seine Projection auf die xy 
Ebene in dieser Ebene, d. h. in dem Kreise beschreibt. Welches 
sind die Gleichungen dieser Curve? — Da jeder Punkt im Räume 
mit seiner Projection auf eine der drei Coordinatenebenen die- 
jenigen beiden Coordinaten gemeinschaftlich hat, welche in diese 
Ebene fallen, so ist hier offenbar, wenn der Kreisradius a und der 
veränderliche Winkel in der xy Ebene i heisst, x = a, cos ty y = 
a. sin t, und zwar gelten diese beiden Gleichungen sowohl für den 
Hilfspunkt, der sich in der Ebene der xy bewegt wie für den die ge- 
suchte Curve erzeugenden Punkt, der an dem Cylinder in die Höhe 
steigt. Hat nun der Hilfspunkt einmal die Peripherie 2n: durch- 
laufen, so wird der eigentliche beschreibende Punkt eine gewisse 
constante Höhe b erreicht haben. Dieses b nennt man die Höhe eines 

Schraubenganges. Es ist nun z:b = t: 2jt oder z = -^; also sind ge- 




funden die Gleichungen der Schraubenlinie: 

Dass diese Curve auf einem Kreiscylinder liegt, übersieht man 
leicht, wenn man t aus den beiden ersten Gleichungen eliminirt. Man 
erhält dadurch o;' + y^ = ö^, zunächst die Gleichung des Grund- 
kreises, und dann die eines auf demselben normal errichteten Cy- 
linders. Eliminirt man t aus der letzten und einer der beiden ersten 
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Gleichungen, so erhält man: x = a, cos —j— und t/ = a, sin^-, eben- 
falls zwei Cylinder. Man kann aber / auch so eliminiren, dass die 
resultirende Gleichung alle drei Variabein enthält: ^ = tg -^- Was 
diese bedeutet, werden wir sogleich sehen. 



§ 4. 

Lehrsatz. Jede Gleichung zwischen drei Variabein 
X, y, z stellt eine Fläche dar; und umgekehrt: Jede Fläche 
wird durch eine Gleichung zwischen drei Variabein x, y, z 
ausgedrückt. Dies ist ebenfalls leicht zu übersehen. Denken wir 
uns nämlich eine Fläche nach irgend welchem Gesetze gebildet, und 
fällen von einem bestimmten Puhkte dieser Fläche, den wir uns 
fixiren, die z Ordinate herunter, so trifft diese einen ebenfalls be- 
stimmten Punkt der xy Ebene. Umgekehrt liegt über jedem Punkte 
der xy Ebene ein gewisser Punkt der Fläche, der ein bestimmtes 
z hat. Man muss also im Stande sein, aus den Coordinaten x und 
y eines Punktes der Fläche seine Höhe über der xy Ebene, d. h. 
sein z zu finden. Es muss also z entweder explicite oder implicite 
als Function von x und y , oder eine Gleichung von der Art z=f{Xf y) 
resp. F {Xjyy z) = gegeben sein. 

Die Gleichung ^ == tg -^ drückt also eine Fläche aus , auf 

OS 

welcher die Schraubenlinie liegt, und zwar eine durch eben diese 
Gleichung ganz bestimmte Fläche, die man die Schraubenfläche 
nennt. Man bemerkt leicht folgendes: die Schraubenlinie ist durch 
zwei Constante gegeben, die Schraubenfläche enthält nur eine; auf 
dieser Fläche liegt daher nicht blos die eine Schraubenlinie, sondern 
überhaupt alle Schraubenlinien, die dasselbe &, d. h. dieselbe Gang- 
höhe haben. Man kann sich daher die Schraubenfläche so versinn- 
bildlichen, dass man sich von der Axe des leitenden Cylinders aus 
einen horizontalen Strahl nach der Schraubenlinie gezogen denkt, 
und diesen stets horizontal so weiter bewegt, dass er nacheinander 
alle Punkte der Cylinderaxe und alle Punkte der Schraubenlinie 
durchläuft. Natürlich hat man sich diesen Strahl nicht gleich einem 
bestimmten a, sondern nach beiden Seiten hin unendlich zu denken, 
denn a kommt eben in der Gleichung der Schraubenfläche nicht vor. 



Erster Abschnitt: Curven im Räume. 

1. Tangente und Normalebene. 

§5. 

Erklärung. Tangente einer Curve ist diejenige Linie, 
welche durch einen Curven -Punkt und einen ihm unendlich nahen 
zweiten Punkt der Curve gezogen ist; d. h. man denke sich zu- 
nächst durch irgend welche zwei Punkte einer Curve eine gerade 
Linie (Sehne) gezogen, und lasse alsdann den zweiten Curvenpunkt 
sich dem ersten immer mehr nahem, wobei er sich natürlich auf der 
Curve selbst bewegt; alsdann ist die Tangente die Grenzlage diesier 
beweglichen Geraden. 

Aufgabe. An einen gegebenen Punkt {x, y, z) einer 
(durch ihre Gleichungen) gegebenen Curve die Tangente 
zu ziehen. Betrachten wir die Coordinaten der Curve x^ y, z als 
Functionen der vierten unabhängigen Variabein i und lassen wir 
einem zweiten Werthe t -\- h dieser Variabein einen zweiten Curven- 
punkt x^y !/{} ^i entsprechen, d. h. einen Punkt, dessen Coordinaten 
sind: 

, j^ dx t Ä* /iPx\ I I i, dy n h^ /d^y\ i 

, , dz , Ä* /d»A , 
' ''^="' + ^'dt + U\dtO+- 

SO sind die beiden Gleichungen einer Geraden, welche durch diese 

zwei Punkte hindurchgeht, = ^ ~^ =2izl. wenn wir irjt ihre 

laufenden Coordinaten nennen. Setzt man statt der Coordinaten ojj, 
t/i, Zy ihre Werthe ein, so bekommt man drei Brüche, die h als ge- 
meinschaftlichen Factor im Nenner haben: multiplicirt man daher alle 
drei Brüche mit dieser Grösse, so erhält man: 

S — a; ^^ ri—y ^^ j—z 

57 " 2\ci«V dt^ ^\dW dt'^2\dt^) 

Nach der obigen Erklärung haben wir nun zur G ranze überzugehen, 
d. h. h verschwindend klein zu setzen gegen endliche Summanden, 
indem der zweite Punkt unmittelbar neben dem ersten liegen soll. 
Somit erhalten wir endlich als die Gleichungen der Tangente 
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S-^ 


v-y 


t-^ 


dx 


dy 


dz ' 


dt 


dt 


dt 



ganz gleich was für Coordinaten gewählt werden , rechtwinklige oder 
schief winklige 5 denn die Gleichung der Geraden, von der wir aus- 
gegangen sind, ist ganz unabhängig von der Wahl der Coordinaten. 
Anmerkung. Man kann diese Gleichungen auch ohne solch 
umständliche Betrachtungen finden. Man kann nämlich die Glei- 

chunffen ^ = -i— ^=^ yqh denen wir wiederum ausgehen, 

ö Xy—x Vi—y ^i — ^ ^ ' 

auch so schreiben: 

g — a; ^ V—y ^ i-^ 
xy — x yi—y Zj—z ' 

h h h 

Lässt man hierin h immer kleiner werden, so ist ja lim \ T j 

gerade das, was man ^ schreibt, denn es ist der Zuwachs der 

Function x, dividirt durch den Zuwachs der unabhängigen Varia- 
bein t. Dadurch ergeben sich sogleich die obigen Gleichungen. 

§6. 

Die Neigung, welche die Tangente zu den drei C-o- 

ordinatenaxen hat, bestimmt sich nach den allgemeinen Formeln 

für die Neigung einer Geraden zu den Axen. Sind cc, ß, y die 

Winkel, welche die Tangente resp. mit der x-, y-, z-Axe bildet, 

so findet man 

dx dy 

dt a dt 

cos a = =r=r: , COS ß = -■ 

/©'+©)•+©■ /©•+©■+©• 

dz 

1 dt 
und cos y = — mr^ • 

■ /©■+©■+©• 

^o ist z. B. für die Schraubenlinie, wo x = a. cos t, f/ = 

. , bt . /- 

a.sinty ^ = 5— ist, 

— a sin * ^ a cos t 

cos a == — , , cos p = 



A+S V«'-^ 



5« 



cos y = 



4w« 

h b] 



¥^'+f. 



y4.a^n + b^ 



Unter diesen Ausdrücken ist der letzte der interessanteste, indem 
er die Grösse t gar nicht enthält: der Winkel y ist also constant 
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für alle Punkte der SehraubeDlinie , oder die Tangente der Schrauben- 
linie bildet mit der z Axe einen constanten Winkel. Da der Win- 
kel, den sie mit der xy Ebene bildet, das Complement dieses con- 
stanten Winkels ist, so kann man auch sagen; die Neigung der 
Schraubenlinie gegen die Ebene des Grundkreises ist constant. Dies ist 
von vornherein klar, wenn man sich ihre Entstehung (s. Fig. 2) durch 
die Diagonale eines Rechtecks denkt, dessen Grundlinie natürlich die 
Peripherie des Grundkreises 2rt;r, und dessen Höhe die Ganghöhe 
b ist. So ist der Satz für die Schraubenlinien klar, die auf Kreis- 
Cylindern beschrieben sind; nach unserer Formel folgt aber seine 
Richtigkeit auch wenn der Cylinder eine andre Basis hat. 

Bemerkung. Die j/(g) + (^y+ (gy hat eine sehr ein- 
fache Bedeutung. Nimmt man nämlich einen beliebigen Punkt der 
Curve als Anfangspunkt der Bogen 5, die von da an jeder bis zu 
einem für ihn bestimmten Punkte Xyy^z gezählt werden, so wird 
diese Grösse s ausser von den gegebenen constanten Coordinaten des 
Ausgangspunktes noch eine Function der Grösse t sein, und zwar 
lässt sich leicht der Differentialquotient dieser Function nach t finden ; 

es ist nämlich ^ = 7/ \Jt) + \-^J + (-^) . Denn die Länge eines 

Bogens ist die Gränze für die Summe der Seiten der Polygone die 
man der Curve einschreiben kann. DasBogenelement ds ist also 
gleich der unendlich kleinen Sehne zwischen zwei unendlich nahen 
Punkten xy Zy x -\- dx y '\- dy z -{- dz] die Entfernung dieser beiden 

Punkte von einander wird aber eben durch die ydx^ + dy"^ -|- dz"^ 
, gegeben. 

So ist in Bezug auf die Schraubenlinie -|^ = ^/a'+— -j, oder 

6*~ . . . 

'+1—« + ^, worin sich die Constante c nach dem Werthe 

von ( richtet, für welchen s = sein soll. Lässt man z. B. die 
Schraubenlinie von der xy Ebene anfangen , so ist 5 = für ^ = 0. 
Bei diesem Anfange der Schraubenlinie, den wir übrigens von vorn 

herein festgesetzt haben, ist also 5 = ^. 1/ a* + -— g. Nehmen wir 

einen Gang der Schraubenlinie, so ist ^ = 2;r, also s = //(2öä)'^-|- b'^, 
was auoh nach dem Pythagoreischen Satze aus dem obenerwähnten 
Rechtecke klar ist. 

Folgerung. Man kann somit die obigen drei Brüche auch so 

dx 

schreiben: cosa=-^— oder, führt man den Bogen als unabhängige 

dt 



= t j/ä 
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Veränderliche ein: cos a = -^, cos j3 = -^, cos y = -^ . Dabei ist 

(-^) -j-(^^) -[-(-/) =1 und durch nochmalige Differentiation nach 

1 1 i_i .. • 1. dx d'^x , dy d^y . dz d^z ^ 

dem als unabhängig angesehenen s: g^ j^ + -^^ ^f, + -^- ^, = 0. 

§7. 

Von Einer Normale einer Curve im Räume kann nicht wohl die 
Rede sein: es giebt in jedem Punkte der Curve unzählig viele Nor- 
malen, denn es lassen sich auf der Tangente als einer geraden Linie 
im Räume in jedem Punkte, folglich auch im Berührungspunkte un- 
zählig viele Linien normal errichten, welche alle in Einer Ebene 
liegen. Daher spricht man bei solchen Curven von einer Normal- 
ebene und versteht darunter diejenige, welche im Berührungspunkte 
auf der Tangente normal steht, und deren Gleichung somit ist: 

2. Sduniegongsebene. 

§8. 

Erklärung. Der Curve im Räume eigentümlich ist die Os- 
culations- oder Schmiegungsebene. Man nennt Schmiegungs- 
ebene einer Curve diejenige Ebene, die durch drei unendlich nahe 
Punkte geht oder , was dasselbe sagen will , die durch zwei unendlich 
nahe Tangenten gelegt wird. 

Die Aufgabe, die Gleichung der Schmiegungsebene zu 
finden, löst man hiernach, indem man sich zunächst drei in end- 
licher Entfernung von einander liegende Punkte der Curve denkt: 
einen Punkt ^, der einem gewissen Werthe von / entspricht, ferner 
dem Werthe t -{- h entsprechend einen zweiten Punkt B und endlich 
dem Werthe i -}- 2 h entsprechend einen dritten Punkt C. Durch 
diese drei Punkte legt man eine Ebene und sucht ihre Gleichung 
auf für den Fall, dass h sich der Null ohne Ende nähert. 

Die Coordinaten der drei Punkte seien xyz^ ^i ^i ^n ^2 1/2 ^2 
oder nach der bekannten Bezeichnung 3cy z, o; + ^x y -f- Jy z-\- /iz^ 
X -f 2Jx + J'^x y + 2z/y -f ^V ^ + 2-^2 + -^^^- Dann ist die 
Gleichung einer Ebene, die durch den Punkt A geht: «(§ — a;)4" 
h{yi — y) + ^(5—^) = 0; derselben Ebene, da sie auch durch den 
Punkt B gehen soll: a,/ix + h,Jy + c./iz = 0; und endlich inso- 
fern sie auch durch den Punkt C gehen soll, wird deswegen ihre 
Gleichung: a {2^x -f ^\v) -f b (2^y + ^V) + c {2/lz + ^'^z) = 0. 
Die letztere Gleichung lässt sich offenbar mit Hilfe dax -^vs^^tXjgö.. 
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einfacher so schreiben: a.^'^x -}- b,^^y -}- c.^'^z = 0. Es ist somit 

a:b:c = {^y ^^z — Jz J'^y) : {^z ^'^x — dx ^^z) : {dx Jf^y — /iy ^^x) 

oder 

a h c^ 

Jy J^z — Jz J^y dz J'^x — Jx J^z dx J^y—dy J^x 

Somit ist die Gleichung einer Ebene, die durch irgend welche 
drei Punkte A^ Bj C geht, folgende: 
{^y /Pz — Jz^'^y) (S — o;) + {^z ^'^x — dx J'^z) (ri — y) 

+ {^x z/^ - /iy ^'^x) (6 — z) = 0. 

Geht man nun zur Grenze über, nachdem man vorher mit h,h'^ 
die ganze Gleichung dividirt hat, so wird die Gleichung der 
Schmieg ungsebene: 

\dt dt^ dt dt^/\^ ^) '^\dt dt^ dt dt^V^ ^) 

i(dxd^__dyd^\/^ A — O 
"^ydtdt^ dt dt^f\^'~^)~^' 
Es ist aber von der grössten Wichtigkeit, gar nicht diesen Ueber- 
gang vom Endlichen zum unendlich Kleinen machen zu dürfen, son- 
dern sogleich mit unendlich kleinen Grössen rechnen zu können. 
Dies ganze Gebiet umfasst die Aufgabe: die Constanten ö, &, 

Cj d , welche in die Gleichung einer Fläche 

^(g, 7^,5,0, b, c, rf......) = 

eingehen, so zu bestimmen, dass die Fläche durch eben 
so viele gegebene Punkte geht. 

Dass die Aufgabe möglich ist, sieht man sofort. Denn hat die 
Gleichung der Fläche etwa 4 Constante oder Parameter, sind also 
4 bestimmende Punkte x y z, x^y^ z^y x^y.^Zc^y x^ y^ z^ gegeben, so 
bestehen ihretwegen folgende 4 Gleichungen: F{xj yy Zy ö, ^, c, rf) = 0; 
F (^ij y\y ^v ^y b,Cyd) = 0] F {x^y y^y z^y ö, by Cy d) = 0; 

P {^ZJ y%^ ^3» ^y byCyd) = Oy 

so dass die Parameter vollständig bestimmt sind. Es folgt hier- 
aus zum Beispiel unmittelbar, dass sich im Allgemeinen durch 
4 Punkte eine Kugel legen lässt; — natürlich kann es bei der 
Auflösung der vier Gleichungen auch vorkommen, dass sich Wider- 
sprüche zeigen, oder dass eine Gleichung in den andern enthalten 
ist: dies sind aber Speciali täten , auf die wir hier nicht eingehen. 
Solche Fälle treten z. B. auf, wenn eine Kugel durch vier Punkte 
zu legen ist, von denen 3 in einer Geraden oder die alle in Einem 
Kreise liegen: die Kugel ist alsdann unmöglich, resp. unbestimmt. 
Um die -Aufgabe zu Ende zu bringen, setzen wir fest, dass die 
Coordinaten xy z Functionen von i sind , x^ y^ z^ resp. dieselben 
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Functionen von t -}- h, otj yo ^2 ^^^ t -^ 2hy x^ y^ z.^ von i -}- ^h. 
Alsdann sind offenbar die 4 Parameter Functionen von t und Ä. Die 
Aufgabe, die sich nun beständig wiederholt, ist die, zu wissen, 
welches die Grenzwerthe von a, b, c, d sind für den Fall, 
dass man h immer kleiner werden lässt? d. h. welches sind 
die Werthe von 0, &, c, d, wenn die Fläche durch vier unendlich 
nahe Punkte gehen soll? Bezeichnet man die 4 obigen Gleichungen 
resp. durch F= 0, i^^ = 0, F.^ = 0, F^ = 0, so kann man offenbar 
zur Bestimmung von a b c d srn Stelle dieser vier Gleichungen irgend 
vier andre wählen, welche sich aus ihnen ableiten lassen, vorausge- 
setzt, dass aus diesen neuen sich wiederum die gegebenen herleiten 
lassen. Wir wählen folgendes System: /'=0;F, — i^ = 0; F^^2F^ -f 
F=0; F3 — ^F^-\- ^F^~ F =0y von denen es keine Frage ist, 
dass sie den vorigen 4 äquivalent sind. Dividiren wir sie der Reihe 
nach durch 1, Ä, ä^, ä^, so enthält die erste ausser a,by c, d nur 
noch /, die andern ausserdem noch h. Wird nun h immer kleiner 
und kleiner , so bleibt deshalb die erste Gleichung unverändert F = 0, 

die andern werden resp. -^ = 0, -jr^ = 0, -^73- = 0. 

Der Uebergang zur Auffindung mehrerer Parameter ist leicht. 
Um also die Werthe von n constanten Parametern da- 
durch zu bestimmen, dass die Fläche durch n unendlich 

nahe Punkte gehen soll, bilde man sich die n—1 ersten Diffe- 
rentialgleichungen der gegebenen Gleichung F = nach irgend einer 
unabhängigen Variabein t. Man hat dann in Summa n Gleichungen, 
welche zur Bestimmung der n Parameter ausreichend und nöthig sind. 

§ 10. 

Angewendet auf die Gleichung der Schmiegungsebene ergiebt 
dies folgende Rechnung: 

Unter den angegebenen Voraussetzungen hat man a^ -\- bri -\- c^ 
— 1=0, und bildet sich daraus noch folgende drei Gleichungen: 
ax -^ by -\- cz = 1, worin x y z Functionen von t sind; femer 

dx . ,dy . dz ^ j ji« i d^x , , d^y , d^z ^ 

Aus diesen beiden letzten Gleichungen lassen sich offenbar die Ver- 
hältnisse der drei Grössen a, b, c finden, welche man in folgender 
Form schreiben kann: 

- /dy d^ _^dz^ d^y \ r^ _ ^ (dz^ d^ dx ^*A 

^~^\didt^ dt dt^)^^'~^\dt dt^ dtdW' 

* /dx d^y dy d^x\ 
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Setzt man diese Werthe in die erste Gleichung ein, so lässt sich A 
daraus bestimmen; und der dafür gefundene Werth wird alsdann in 
die zweite eingetragen. Oder auch: wir» tragen diese Werthe von 
a b c in die Gleichung a (^ — x) + b{ifi—y) -\- c (g — z) = ein, 
welche die Differenz der beiden ersten ist; dadurch hebt sich der 
Factor X fort, und wir finden dieselbe Gleichung für die Schmiegungs- 
ebene wie in § 8. 

3. Osculationskreis. 

§ 11. 

Ebenso lässt sich die Aufgabe lösen: den Osculationskreis 
d.h. denjenigen zu finden, der durch drei unendlich nahe 
Punkte einer gegebenen Curve geht. Die Gleichung des 
Kreises im Räume geben wir durch die Gleichung, seiner Ebene und 
die einer der Kugeln, die ihn aus dieser Ebene ausschneiden, und 
deren es natürlich unzählige giebt: unter diesen wählen wir diejenige 
Kugel, die mit dem Kreise den Mittelpunkt gemein hat, von der 
also der Kreis ein Aequator ist. Der Radius des Kreises sei r, die 
Coordinaten seines Mittelpunktes cc ß y. Dann ist die Gleichung der 

Kugel folgende: S— a' + V — ß^ "I" 5-~y* = ^^» ^* diese Kugel durch 
den Punkt x y z und zwei ihm unendlich nahe gehen soll , so haben 

wir folgende Gleichungen: x—a -|- y — /J + z — y = r^ (1) 

dt^y P dt^^ ^ dt 



^=^^ + ^^+^ff = (2), 



» 

oder 

d^x . ad^y . d^z /dsV ^«n 

Dazu kommt noch die Gleichung der Ebene, die durch die gegebenen 
drei unendlich nahen Punkte gehen soll; d. h. es kommt noch dazu 
die Gleichung der Osculationsebene im Punkte xyzy die auch den 
Punkt cc ß y enthält: 

idy d^z dz d^y\ , ^ S—^^ dxdHi^ 

^ ^ \di di^~"di U^ ■•" ^■"'^ \dt dt^ dt dt^ 

+ ^-y \di-dt^~'Ttdt^] — ^•••••w- 

Man findet zunächst aus (2) und (4) das Verhältnis x — ai y — ß: 
z — yy nämlich es wird 

- idy/dx^ ^^\^^{^^ c?a; d^z\) 

^ ^~ \dt \dt dt^ dt df^f dt\dt dt^ dt dt^M 

_ 2 \dx(dy^ .dl ^^_^^(ßyy I (^^\\ 
— ^ \dt \dt dt^ "T" dt dt^/ dt^\\d~t/ "" \dt/ n 
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oder, wenn man zum Minuenden -^r-^z -^7^ iiJ^d zum Subtrahenden 
' dt dt dt^ 

d^\^t) hinzufügt, wodurch die Gleichung nicht geändert wird, 
^^d (©' + &J + (S)' '^^^ ^^ (©' ^^^ demgemäss 



dx d^x 



'(SS 



t , dy d^y , dz d^z . 1 . ^ \dt/ j c?s d*« . 1 . 

dt dt^ + Itdt^+di dJ- ^^^^ ^^ ^ -^r- ^^^^ dt dt^ zusammenzieht: 

^ ^~^\dtdtdt^ dt^Kdtn 

oder endlich 

ds idx d^ ds d^x) 

x—cc = ^-^\-ji df2 — di 'm 5 
ebenso wird 

y—p — t ^^ jg^ ^ — ^^ -^^^l una ;?— y — '^ 5^ )^ g^ ^7 ä<=^l * 

Substituirt man diese drei Werthe in die Gleichung (3), so 
findet man A; e» wird nämlich 

d< Idt« \dt dt^ "• "flf> dt^"^ dt dt^) dt \\dt^/ "^ VdtV "^ Vdtv /J 
oder 

\dt/ i\dt^/ \dt^) \dt^) \dt^)] ~ \dt) 



X 



/d^xY i (d^y\^ I /d^zV /d*8\ 



Hiernach wird 



X — a 



{dxdh dsd^x) 

\dtdt^ dt dt^ 






r2 



und ähnlich y — ß und z — y (5). 

Endlich findet man r aus (1) : 

- '- ©' mf {& + O' + O) 

rf*(i<«\(ii flfi« I de <«*« "T" d* d*«/ ' \dt/ \\dt^/ ' Vd*V "• \dt^/ )] 
d. i. 

= 12 /^Y l/'^ Y ^^Y __<^d8d^dsd^, (dsV /(d^^Vi (dW . (d^Y\l 
\dt) Kdt^) \dt) "^ dtdt^dtdt^'^\dt) \\dt^)'^\dtO "tVde«/ Jf 

oder 

12 (ds\^ /dsV 1 
"^ ^ '\dt) \di) 'J 
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oder endlich 



\dt/ 

di'^) 



n/(d^xy , /rf»2/V , (d'z>^ (d^ 



((3). 



§ 12. 

Eine ganz besonders einfache Form nehmen diese Gleichungen 
an^ wenn man zur Unabhängigen t den Bogen s nimmt. Dann ist 

ds d^ s 

nämlich -1^ = 1 , --=0, und man erhält demzufolge, wenn man 

die Differentiation nach s durch Accente bezeichnet: 

^ ^ Vcr^~j^y"^ +"?2 ^^^ 

und a — X = x' ,r'^ ß — y = y\r'^ y — z == z'.r"^ (8). 

Bezeichnen wir femer die drei Winkel, welche die Richtung 
vom Curvenpunkte nach dem Krümraungsmittelpunkte hin, also in 
das Innere der Curve hinein, mit den drei Axen- bildet, durch A, 

ft, v, so haben wir cos l =,-^^^ u. s. f.; wir bekommen also für 

die Winkel, die der Krümmungsradius mit den drei Axen bildet, 
der Krümmungsradius genommen in der Richtung vom Curven-Punkte 
nach dem Krümmungsmittelpunkte hin, die Gleichungen: 

cos A = x\ r cos yb = y" ,r cos v = z' ,r (9). 

Anmerkung. Es könnte scheinen als wären die Formeln (7) 
und (8) speci eller als die Formeln (6) und (5), insofern als bei ihnen 
eine ganz bestimmte unabhängige Variable gegeben ist, nämlich der 
Bogien, während bei den ersten Formeln die unabhängige t ganz un- 
bestimmt gelassen worden ist. Man kann jedoch auch umgekehrt 
von den Formeln (7) und (8) auf die Formeln (6) und (5) kommen. 
Angenommen, man habe eine Function x von s und führe eine neue 
Variable t ein, so wird nun x eine Function von i. Will man also 

die alten Differentialquotienten x x u. s. f. durch die neuen -ti-tt^ 

u. s. f. ausdrücken, so verfährt man so: 

dx 

dx , ds -i , dt 

= X, -^, also X = 



dt dt^ dl ' 

dt 

dx' ds d^x dx dh 

ferner " ^ ^^ dtdt^ dt dt^ 

ds ds /ds\^ 



/dsV 
\dt) 



dt \dP 

Setzt man diesen Werth von x" in die Formeln (7) und (8) ein, 
so erhält man die Formeln (6) und (5). 
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§ 13. 

Excursus. Die Formeln (9) werden gebraucht, wenn man die 
sogenannte Centrifugal kraft darstellen will. Wenn eia materieller 
Punkt sich in einer Curve bewegt und zwar so, dass man das Be- 
wegungsgesetz vollständig kennt, d. h. dass man in jedem Augen- 
blicke angeben kann wo der Punkt sich befindet (analytisch: sind 
die Coordinaten xyz der Bahn gegeben als Functionen der Zeit t): 
so hat man aus den Principien der Mechanik auch ein Mittel, die- 
jenigen Kräfte anzugeben, welche gerade diese Bewegung hervor- 
bringen; es ist nämlich die Ursache für diese Bewegung, wenn man 
mit m die Masse des Punktes bezeichnet, eine Kraft, deren drei 

rechtwinklige Componenten so heissen: »i^, ^ -j%) ^ ^r ^^^ kann 

aber diese Kraft statt nach den drei Axen auch auf unzählig viele 
andre Weisen zerlegen, z. B. nach Tangente und Krümmungsradius 
der Curve. Denn es ist 



d 



dx 



, (dx ds\ 
" \ds • dt) 



d^x j dt j \ds dt' ^ * ^ dx d*s . ds (d^x ds\ 
_ oder -^ oder ^^— gleich ^ • ^, + ^ . (_- . ^) . 

Nun sind aber x y z die Cosinus der Winkel cc ß y, welche die 
Tangente mit den drei Axen bildet, und x'' y" z" sind resp. die 
Cosinus der Winkel A ft v (§ 12.) dividirt durch r; es ist also 

d^x dH . , \dt/ 

m ^T^ = m cos cc ^Ti + m cos a ; 

dt^ dt^ ' r 

oder da ^7 die Geschwindigkeit v bezeichnet (und ^= j? ist): 

d^x d-s , - v^ 

m cjT^ = m cos a ji5 + /w cos a — ; 
dt^ dt^ * r ' 

d*y ^^«s , v^- 

^ -d§t = ^ ^^^ ß dl^ + ^ ^^^ (^ T ' 

d^z d^8 . t?2 



d. h. die ganze bewegende Kraft kann man sich zusammengesetzt 

dt^ 



denken aus zweien, von denen die eine, m -jr^ uiit den Axen die 



Winkel cc ß y, die andere, m — , die Winkel X (i v bildet; oder: Man 

rlia 

kann die bewegende Kraft zerlegen in die Tangentialkraft m -^ und 

in die (Normal-) Kraft m —, die nach dem Krümmungsradius und 

zwar vom Curvenpunkte nach dem Krüramungsmittelpunkte zu wirkt, 
und die wir normale Componente nennen (besser denn Centri-fugal- 
oder -petal- Kraft). . 
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§ 14. 

Die Aufgabe, durch drei Punkte einen Kreis zu legen, welche 
in der Geometrie zu den einfachsten gehört, lässt sich noch viel ein- 
facher als bisher geschehen durch gewisse geometrische Betrachtungen 
lösen. Eine solche Herleitung, die sich jedoch nur auf die Grösse 
des Krümmungsradius, nicht aber auf die Lage des Krümmungs- 
mittelpunktes bezieht, ist folgende: 

Der Auffassung des osculatorischen Kreises als Krümmungskreis 
liegt die Voraussetzung zu Grunde, dass man in einer unendlich 
kleinen Ausdehnung, nach der einen und der anderen Seite des Be- 
rührungspunktes, den Kreis für die Curve nehmen dürfe und umge- 
kehrt, siehe Fig. 3. Man bezeichne nämlich den Bogen der Curve 
von einem bestimmten festen Punkte a bis zu einem veränderlichen 
Punkte, mit s, und den Winkel, den die beiden Tangenten in a 
und b bilden, mit w, so werden s und w sich ändern, wenn h sich 
a nähert, und s und w werden Functionen einer Variabein sein, als 
welche man s selbst ansehen kann. Sieht man nun den Bogen ds so 
an, als ob er dem Krümmungskreise angehöre, dessen Halbmesser r 
ist, so ist ds == r.Wf oder r bezeichnet den Grenzwerth des Bruches 

c 

— . — Der Winkel w zwischen den beiden Tangenten (oder Normalen), 

welche den Endpunkten a und b des unendlich kleinen Bogens ds 
einer Curve zugehören, wird der Contingenzwinkel genannt. 

Um also den Krümmungsradius einer Curve doppelter Krümmung 
zu finden, hat man nur den Winkel zwischen zwei unendlich nahen 
Tangenten zu berechnen und mit ihm in ds zu dividiren. 

Nun ist, wenn zwei beliebige Linien jnit dfen Axen die Winkel 
cc ß y resp. a^ ß^ y^ und mit einander den Winkel u bilden, bekannt- 
lich cos u = cos a. cos a, -(- cos j3. cos ß^ -|- cos y. cos y^. Daraus folgt 
1 — cos u = 1 — cos a. cos a^ — cos ß. cos ß^ — cos y. cos yj, folglich, 
wenn man beide Seiten mit 2 multiplicirt und statt der 2 auf der 
rechten Seite die äquivalente Summe 

(cos^a -|- cos^jS -(- cos^y) -(- (cos^«! + cos^/Sj -f" cos^y^) 

schreibt: 2(1 — costi) oder 

^ . 2 2 2 

4sin^ — =cosai — cos« -(- cos/J, — cos/J -}- cos y, — cosy . 

Sind nun die Linien, von denen gesprochen wird, zwei aufein- 
ander folgende Linien in irgend einem Systeme, so wird Lu unend- 
lich klein , folglich 4 sin^ ^ zu u^ und die Diflferenzen 

COS a, — cos a, cos ß^ — cos /3, cos y^ — cos y 
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werden resp. d, cos a, d. cos j3, d. cos y\ unsre Formel geht also über 

.in u^ = {d. cos a)^ + {d. cos /S)^ -f- (äf. cos y)^. Ist endlich -^t/ der 

Contingenzwinkel w^ so sind a ß y die Winkel der Tangente mit 

den drei Axen, d. h. cos a = x cos j8 = 2/' cosy = z', und wir 

haben w'^ = (^rc')^ -(- (^y)^ + (^^T? mithin wird endlich — oder 



§ 15. 

Eine andre Betrachtung, wahrscheinlich die einfachste, und durch 
die man zugleich die Grösse des Krümmungsradius, seine Eichtung 
und die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes findet, ist folgende : 

Man denke sich drei Punkte im Eaume A , B^ C, siehe Fig. 4, 
deren Coordinaten resp. sind x y Zy X\ l/i z^, 0:2^2 ^2- Man lege durch 
sie eine Ebene und vervollständige das Parallelogramm , dessen vierte 
Ecke B^ die Coordinaten x^^ y^ z^ habe. Alsdann sind die Coordinaten 
des Mittelpunktes f einerseits (weil Af = fC) : 
x±x, y±y^ z^j,^ ^^^ andrerseits (weil Bf = fB') 

^\ + ^z yi + V s v+j?3. . 
222' 

es müssen folglich die Gleichungen bestehen 

x^ = x—x^'\-x2 yz = y'-yx+y2 ^3 = ^—^1 + ^2' 

Demnach ist die Länge der Linie BB' durch die Gleichung gegeben 

BB'^^ 0:3—0:1' + 2/3—^1' + ^3—^1' = ^— ^^'i + ^2* + y-2y, + 2/2' 

+ ^^^^+ H 
oder nach der gewöhnlichen Bezeichnung 

BB"^ = (^2^)2 + (z/22/)2 + (^2^)2. 

Andrerseits ist aber, wenn man den Winkel ^ ^ ^' mit w; bezeichnet: 

BB"^ = AB'^ + Aß^ — 2, AB, AB' cos w 

oder = {AB'—ABY + AB\AB. (2 sin ^^ - 
Daraus folgt 

^^^sin -; _ AB. AB 

Will man diese Entwickelung benutzen, um den Krümmungs- 
radius zu finden, so hat man die Punkte ^, ^, 67 als unendlich nahe 
Punkte einer Curve zu bestimmen. Dadurch wird ^B Aß' oder w 
gleich dem Contingenzwinkel, denn dieser wird von BC und der 
Verlängerung von AB gebildet. Bedeutet ferner € ^\\ä ykv ^ «s^'^^^R^cv 

JoACHiMSTHAii, AnwenduDg d. DiffcrenlialtecYm. '^ 
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zu Aß unendlich kleine Grösse, so wird AB' = BC = AB -|- ^ oder 
wenn AB zw. ds wird, so wird Aff.AB=:^ds {ds + s) oder 

AB'\AB=ds^ und AF~AB = ds-\- €'-ds=s = (Ps] 
man erhält also, da ausserdem r = — ist: 

ds.Vds^ 



denn 2 sin — geht in w über. Nimmt man noch s als unabhängige 

Veränderliche an, so wird wiederum r == :n===========^^ ' 

yx ^+y^+z * 



a — x^ 



§ 16. 

Will man nun noch die Richtung von r haben, so nehme man 
AB = BCy siehe Fig. 5, oder s als unabhängige Veränderliche: dann 
ist die Richtung die Halbirungslinie des Winkels ABC. Nennen wir 
ferner die Länge des Krümmungsradius wieder r, und die Coordinaten 
des Krümmungsmittelpunktes ccj ß, y^ so finden wir für diese die 
Proportionen ^ 

cg—agj _. y __ ß—yi ^^ y--g| 

x^—x^ BB' 2/3— yi ^8—^1 ' 
und hieraus 

rjx^^Xi) r,d^x 

~ -B-B' "" y{J*x)^+ (J*yy + (J^ ' 

Es ist aber 

folglich wenn wir diesen Werth in die letzte Gleichung einsetzen und 
zu den Grenzen übergehen: 

a — a?! = x'\ r^; und ebenso ß — ^i = y". r^, y — z^ = z\ r\ 



§ 17. 
Endlich wollen wir noch folgende Ableitung anführen: Es ist 
zunächst für die ebenen Curven r = — , oder da i^ unendlich klein 

ist r'= - — = 3-5—. — . Nun ist aber ds^, sin w der doppelte Inhalt 
sinw; a8^,smw ^^ 

eines gleichschenkligen Dreiecks, siehe Fig. 6, dessen Schenkel ds 
und dessen Aussenwinkel an der Spitze w ist. Diesen Inhalt findet 
man andrerseits auf folgende Weise: 

Den doppelten Flächeninhalt eines beliebigen schiefwinkligen 
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Dreiecks findet man, wenn ein Scheitel der Anfangspunkt der Coor- 
dinaten ist und die andern beiden die Coordinaten x^ y^ und x^ t/2 
haben: + (o:, t/2 — I/i ^2)9 siehe Fig. 7a; also wenn kein Scheitel des 
Dreiecks im Anfangspunkt liegt, siehe Fig. 7b, sondern die Coordina- 
ten der Scheitel resp. xt/ x^y^ und X2 ^2 sind : 



+ {xy—x,y2-'y — x^—x.y^ — y) 
oder 

+ {{^x. (z^V + 2 ^y) — {^'X + 2 .dx) Jy) oder + {^x. ^'y - Ay. J^x) . 

Sind die Seiten unendlich klein, und besonders die beiden, welche 
einen Winkel {tc — w) bilden, um eine unendlich kleine Grösse einer 
höhern Ordnung verschieden, so wird der doppelte Inhalt 

ds'^. sin rv = dx. dPy — dy, d^x. 

Es ist somit für ebene Curven 

= <?g^ ^ (dx^ + dy*) ^ 

dx, d*y — dy. d^x dx. d*y — dy, d^x ' 

worin x und y als Functionen einer dritten Grösse t angesehen werden 
Dies giebt sofort eine neue Ableitung für den Krümmungsradius 
im Räume; nur hat man hier ds^ zu dividiren durch den doppelten 
Inhalt des Dreiecks im Räume. Den findet man, wenn man das 
Dreieck auf die drei Coordinatenebenen projicirt, und die Quadrate 
der Projectionen addirt: 

{dx d^y — dy d'^xf + {dy d^z — dz O^yY + {dz d^x — dx d^zy , 

oder wie sich eine solche Summe dreier Quadrate schreiben lässt: 

{dx'^ + dy"^ + dz^') {d^x^ + ^2 + d'^z^) — {dx d^x + dy d'^y + dzd:^zY 
oder ^ ds'^ {d^x^ ^ (py2 ^ ^^2) _ ( ^^ ^^y^ 

Demnach ist 

o ds^ j ds'^ 

r^ = j-«/jo„^ . jo o ■ ^a„», — T-s-75-^ oder r = 



ete» (d'x* + d^y^ + d'z^) - d^ d^s^ "^ y{dW+Wyf+W^^~^^^Ws)^' 

und wenn man s als unabhängige Veränderliche annimmt: 



^'2 + y-i _j. ^-2 



§ 18. 

Wir holen hier noch die Bedeutung einiger Formeln nach, die 
wir früher gehabt haben. 

Sieht man in der Gleichung (2) des § 11. die Coordinaten aßy 
als laufende an, so bedeutet diese Gleichung die Normalebene im 
Punkte X y Zj wie aus der Gleichung dieser Ebene in § 7. hervor- 
geht. Da nun a ß y die Coordinaten des Krüm^xv\3.\^^\s:v^^^J^c<g?^s5^ 



— 20 — 

sind, so folgt hieraus: der Krümiuungsmittelpunkt liegt 
immer in der betreffenden Normalebene der Curve. 

Es ist evident, dass er nicht nur in dieser Normalebene, sondern 
auch in der des folgenden Elementes (und ausserdem in der Oscu- 
lationsebene) liegen muss. Die beiden Normalebenen schneiden sich 
in einer Geraden, die normal steht auf der Osculationsebene, und 
ausser andern Namen auch den der Krümmungsaxe (axe de cour- 
bure) führt. Man findet ihre Gleichungen durch folgende Betrachtung: 
Die eine Normalebene entspricht einem geVissen Werthe t, die zweite 
einem Werthe / -)- ä. Man hat folglich zur Bestimmung der Krüm- 
mungsaxe die Gleichungen dieser beiden Normalebenen, oder auch 
statt der zweiten di^ Differenz beider, durch das verschwindende h 
dividirt; d. h. die Gleichung (2) und ihre Differentialgleichung nach 
t oder die Gleichung (3) desselben § 11. Die Bedeutung der 
beiden Gleichungen (2) und (3) des § 11., zusammengenommen, 
ist also: die Krümmungsaxe für den Punkt xyz. 



§ 19. 

Wenn wir auch die Ausdrücke zur Bestimmung des Krümmungs- 
mittelpunktes bei Curven doppelter Krümmung ganz analog denen 
bei ebenen Curven hergeleitet haben, so besteht doch zwischen den 
Eigenschaften der Krümmungsmittelpunkte bei diesen Arten von 
Curven ein wesentlicher Unterschied. 

Ist nämlich C irgend eine, ebene oder doppelt gekrümmte, ge- 
gebene Curve, dann bilden die Krümmungsmittelpunkte, die zu dieser 
Curve gehören, einen stetigen Zug, eine zweite Curve (7,. In der 
Ebene findet nun die merkwürdige Relation statt, dass jede 
Tangente von C^y siehe Fig. 8, Normale im entsprechenden 
Punkte von (7 ist: dies ist von selbst klar. Sind nämlich ahy bc, cd, de 
vier auf einander folgende Elemente der Curve C, und ma, nß, py, qd 
die zugehörigen Normalen (die man sich in den Mitten jener vier 
als geradlinig angesehenen Elemente errichtet zu denken hat), so 
sind die Durchschnitts punkte je zweier aufeinanderfolgenden Nor- 
malen, nämlich a, ß, y Punkte der zugehörigen Curve C^, denn sie 
sind die Krümmungsmittelpunkte für jene Elemente von C. Mithin 
sind aß, ßy Elemente von C^, und diese geraden Linien geben zu- 
gleich die Richtungen der zugehörigen Tangenten von C^ an. Es ist 
also aj3 Tangente vonC^y zugleich ist es aber der Construction nach 
Normale an C. Und so die übrigen. (Statt der geradlinigen Ele- 
mente aby bCy cdy de u. s. w. kann man sich, für unser Capitel noch 
angemessener, Kreisbögen denken; d. h. man kann jede Curve in 
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der Ebene C ansehen als zusammengesetzt aus einer unendlichen An- 
zahl unendlich kleiner Kreisbögen, die alle zu andern Radien und 
andern Mittelpunkten gehören, und diese Centren sind keine andern 
Punkte als die Punkte der Linie C^y welche man bekanntlich die 
Abgewickelte oder Evolute der Curve C nennt.) 

Im Räume fehlen gewisse von diesen Eigenschaften. Sind aby 
bc, cdy de, siehe Fig! 9, aufeinanderfolgende Elemente einer Cufve 
doppelter Krümmung, liegen also von ihnen nur je zwei anstossende 
in einer Ebene, so lege man, um den Krümmungsmittelpunkt für 
den Kreis, der durch a, b, c geht, zu finden, durch diese drei Punkte 
eine Ebene, und errichte in ihr auf den Linien ab und hc in ihren 
Mitten die Normalen, deren Schnittpunkt « der gesuchte Punkt ist. 
Ebenso findet man ß als Krümmungsmittelpunkt für den Kreis, der 
durch by c, ß geht, und y für den Kreis, der durch c, dy e geht 
etc. tiKy welches den Mittelpunkt a enthält, liegt also in der 
Ebene ab Cy dagegen nß mit dem zweiten Mittelpunkte ß in einer 
wesentlich andern Ebene b c d] und zwar ist der Neigungswinkel an /3 
der der beiden Ebenen abc und bcdy denn 7ia und fiß sind in einem 
Punkte n des gemeinschaftlichen Durchschnitts bc beider Ebenen in 
beiden Ebenen normal errichtet. Die Ebene der beiden Normalen n a 
und nß ist zugleich die zum Element bc gehörige Normalebene, denn 
sie enthält zwei, folglich alle Normalen von bc. Die Linie ccß liegt 
also zwar in der Normalebene von bc, trifift aber dieses Element 
nicht, a und ß sind aber zwei Punkte von C, : und es folgt daher, 
dass beiCurven doppelter Krümmung eine Tangente an C^ 
nicht Normale an C ist, denn sie trifft diese Curve nicht. 



§. 20. 

Zusatz. Der analytische Beweis dieser Behauptung ist 
länger und erfordert viel Rechnung. Ist xyz ein gegebener Punkt 
der Curve C und abc der entsprechende Krümmungsmittelpunkt, 
dann bestehen die drei Gleichungen 

a == X -\- r'^. x' b = fj -{- r^.ij' c = z -{- r^. ::". 

ds ist das Bogenelement der Curve C, Hat man nun xyz und folg- 
lich auch r als Functionen von s gegeben, so sind auch abc hier- 
durch als Functionen von s aufgefasst. Bezeichnet man folglich die 
laufenden Coordinaten der Tangente an C^ mit 5 ^ S, so sind ihre 
Gleichungen (nach § 5.) 

da dh de 

ds ds ds 
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Hutzt man nun in dieser Doppelgleichung für gi^S die Coordinaten 
xy z dos Punktes der Curve C ein, so wird die resultirende Gleichung 

'"7"=?'^^-= ^-"falsch. 
da ab de 

ds ds ds 

Anmerkung. Obgleich also im Räume die Curve C^ nicht die 
Evolute C ist, so existiren dennoch auch für solche Curven Evoluten; 
man kann aus der Curve C andre Curven (7j finden, durch deren 
Abwickelung C entsteht; ja es hat sogar jede Curve (auch die ebene) 
unzählig viele Evoluten, nur ist für die Curven von doppelter 
Krümmung die Curve der Krüramungsmittelpunkte nicht unter diesen 
Evoluten enthalten. Diese Entwickelung hängt indes von einem 
Punkte aus der Theorie der sogenannten abwickelbaren Flächen ab, 
zu denen wir erst später kommen. 

4. Zweite Erämniting. 

§21. 

Wir gehen jetzt über zur zweiten Krümmung. 

Erklärung. Unter erster Krümmung einer doppelt ge- 
krümmten Curve versteht man den jeciproken Werth des Krümmungs- 
radius oder den Bruch - oder ^, d. h. das Verhältnis des Winkels 

zweier unendlich nahen Tangenten zum zugehörigen Bogenelement. 
Demzufolge wird man als zweite Krümmung einer solchen Curve 
ansehen das Verhältnis des Winkels zweier unendlich nahen Oscu- 
lationsebenen zum zugehörigen Bogenelement; dieses Verhältnis er- 
gicbt die Abweichung der Osculationsebenen der Curve von einer 
und derselben Ebene. Zur Bestimmung dieser zweiten Krümmung 
gehen wir von der Gleichung der Osculationsebene aus. 
Diese ist 

wo die Accente Dififerentiirung nach s bezeichnen. Daraus geht 
hervor, dass eine Linie, die auf dieser Ebene normal steht, mit den 
drei Axen Winkel «j /3j y^ bildet, für die wir die Gleichungen haben 

cos «1 = , ^ -^ 

oder da der Radicand im Nenner 

= (a;'2 + y'2 + ^'2) ^^"2 + y"2+^"2) _ (a;'a;" + y'y" + j V')2 

d.i. = a;"2+y"2 + /'Mst: 



,y z —z y 



cos CC* — — i/~~7ri \ »TS — ; ttz 

' Vx *'\-y * -\' z * 
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oder der Kürze halber: 

cosaj = r(yz — zy)^ cos p^=r{z x — oc z ), cos yi = r[x y —yx). 

Die benachbarte Osculationsebene ergiebt eine zweite Normale, 
für welche cos cc^ cos ß^ cos ^j ähnlich gebildete Werthe haben, die 
dem folgenden Punkte der Curve entsprechen. Nun ist der Winkel 
zwischen den beiden Osculationsebenen gleich dem Winkel zwischen 
den beiden Normalen, d. h. (nach §. 14.) gleich 



j/iß. cos a^y + (öf. cos /3i)2 -j- (J. cos yj\ 

Das Mass der zweiten Krümmung ist folglich dieser Winkel PF di- 
vidirt durch ds, also -,- 



ds 



Nun ist — ^ij-^ = r{yz —zy )~r\yz—zy){xx -^y y -\-z z ) 
= r' {(x"'+y"'+z"') ij/z"-zY') - (ij'z'-z'y") {x"x"-\-y"y"+z"z'")} . 



Bezeichnen wir nun die Determinante 



f 
X 


ff 

X 


tft 

X 


f 

y 


y 


y 


z 


z 


z 



mit z/, was wir 



auch so schreiben können 

X '0/ z —zy j-^-y .(z X —x z ) -^ z .{xy -—y x ) = ^, 



so wird 



(\f O i ff i ff f fff ff f tff fff f ff I fff f //-k 

coBa^)=r^lx ixyz — xzy — x yz +^ ^y} 

— ^-^xyz — xy z 

+ ft e f ff fff ff fff f f fff ff i f ff fffk 

y {yy ^ —y y ^—yy ^ +^y y } 

f / ff tff fff ff\ 
y\y^ —y ^ ) 

+ ft f ff 'ff ' / // fff ' ff 'ff I f fff tfW 
z \z z y —zz y —yz z -j -zz y H 

// // fff ff fff\ 
z{y z —zy ) 

9 t 'f jt i f ff / ff fff ff fff\ 
= r^| — X ^ -f- X X (y z — z y ) 

% I - ' "/ " '" "f "\ I ' ff/ ff f" ff fff\\ 

+yy (jy ^ —y ^ )+zz {y z —zy )} 

= r^ i—x J '\- {xx + y y".+ zz) (y"z" — y"z) \ , 





also 



(cosa,y = — rVz/; ebenso (cos/3jy= — r^y" A und (cos;^i)' = — r^z'J. 

Es wird also die zweite Krümmung = |/r''z/2 (a;"^-)-y"^-|"^'^) = 
yr^^y oder, wenn wir sie mit ^ bezeichnen, und statt r seinen 



Werth zurücksetzen: ^ 



B ~ x"^ + 2/"2 + i 
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§ 22. 

Lehrsatz 1. Verschwindet die erste Krümmung, so 

ist die Curve eine Gerade. 

■t . . — _ 

Die erste Krümmung — = y^"^ + u"^ + ^'^ kann nur dadurch 

gleich Null werden, dass die drei Gleichungen bestehen: 

oi' = y" = z" = 0. 

Diese kann man sofort integriren : .r' = c y' == c^ z = c^j wobei die 
sonst willkürlichen Coiistanten c c^ c^ nur der Gleichung 

c^ + ^1^ + Cj^ = 1 

unterworfen sind. Die letzten drei Gleichungen integrirt geben 
wiederum x =' es -{- d y = c^s -^ d^ z = Cj^ + ^2 ^^®^ ^^ fdgender 

Form geschrieben ^^- = ^ ' = -^^^^-^' Dies sind aber die Gleichun- 

gen einer Geraden. 

Lehrsatz 2. Verschwindet die zweite Krümmung, so 
ist die Curve eine ebene. 

— = giebt nothwendig z/ = 0. Da wir nun gefunden haben : 

/r. {y z' — z'?/")y' = — r^x' ^ 

so muss r, {fj z" — zy") = c und ebenso r,[zx — xz")^=c^ 

und r,{xy" — yx") = C2 sein. 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit x y z 
und addirt, so wird die linke Seite 

x y z — X y z -{-X y z — x y z -\- x y z — x y z \ oder Mull , 

und wir erhalten folgende Gleichung = ex -)- e^y + c^z , und daraus 
folgt wiederum ex -^ e^y -{- C2Z = e^. Dies ist aber die Gleichung 

einer Ebene. Sämmtliche Punkte der durch die Gleichung ^ = 

definirten Curve genügen also der Gleichung einer Ebene, oder mit 
andern Worten : Sämmtliche Punkte der Curve liegen in einer Ebene, 
die Curve ist eben. 

5. Schmiegiuigskagel. 

§ 23. 

Erklärung. Eine Kugel, die durch einen Punkt einer Curve 
doppelter Krümmung und drei diesem Punkte unendlich nahe Punkte 
hindurchgeht, heisst die Schmiegungskugel jenes Punktes. 
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Aufgabe. Die Schmiegungskugel eines Punktes, d. h. 
ihren ßadius und die Coordinaten ihres Mittelpunktes, 
zu bestimmen. 

Bezeichnen 1 1^ S die Coordinaten des Mittelpunktes und q den 
fiadius der Kugel, so ergeben sich nach § 9. zur Bestimmung dieser 
vier Grössen folgende vier Gleichungen: 

und (%—x)x" + {ri—y)y" + (5— ^K' == 0, 

wobei in Beziehung auf die Diflferentialquotienten s als unabhängige 
Variable gilt. Setzen wir der Kürze halber 

zij — yz =a xz — zx ==b yx — xy =Cy 

so ergeben die zweite und vierte dieser Gleichungen: 

5 — x: rj — y : J — z == a : b : c 
oder l^ — x = (i,a, ri — y==z^,b, g — z = [i.c, 

wo fi ein Factor ist, der aus der dritten Gleichung bestimmt wird: 
fi {a. x" + b. y" -\- c, z") = 1 , oder , da 



a X -f- b.y -\- c.z = 



ff fff f 

X X »/U 

ff fff f 

V y V 

ff rrt t 

z z z 



= z/(§21.) ist: [i = ~' 



Danach wird 5 — ^ = ^ V — y = ~^ S — ^ = "7/ * 

Jetzt findet man aus der ersten Gleichung ^^ = — zi^ — 
Es ist aber 

«2 ^ ^2 _|, ^2 _ (^'2 ^ y'2 ^ /2). (^-2 ^ y"^l _|_ ^'"2) _ (^' ^" ^ y'^- J^ ^'^'y^ 

Wir haben nun die Gleichungen: x'^ -f" y^ + ^'^ = ^ ; ^>^d daraus 
folgend xx"-\-yy'-\-z''z" = und xx"-\-yy"-{-zz"= — (a;"2-J-y"2-|-^"2^^ 
Folglich wird a'^ J\^ b'' + c'' = x'"^ + y'"' + z"' — (.r"2 + y"i + y'2)2^ 
Setzen wir also statt a, b, c ihre Werthe zurück, und für 
^2._|_ j2 _|_ ^2 (igjj eben gefundenen, so erhalten wir als Lösung der 
Aufgabe: 

/ ttf t 'ff ' 'ff ' '" f ni , fff 

fc zy ~yz xz —zx ^ ^ yx —xy 
S-^-^= ^ ^_y= % — z = ^- ^-^ 

Bemerkung. Es bleibt uns von der Theorie der Curven im 
Räume im Allgemeinen und insbesondere der Curven doppelter Krüm- 
mung zwar noch manches übrig. Dies können wir jedoch erst ab- 
handeln , wenn wir von der Theorie der Flächen gesprochen haben, 
wozu wir jetzt übergehen. 
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Zweiter Abschnitt: Flächen und Ciirven auf den Flächen. 

1. Analytisolier Ansdrack der Flächen. 

§ 24. 

Auch hier beschäftigen wir uns zunächst mit der Festsetzung 
des analytischen Ausdrucks für die Flächen, das weiter ausführend, 
was wir bereits in § 4. angedeutet haben. Es giebt im Wesent- 
lichen drei verschiedenis Weisen eine Fläche analytisch dar- 
zustellen. 

Man giebt entweder eine Coordinate als Function der beiden 
andern: z = (p {x, y). Oder man giebt zweitens überhaupt nur 
eine Gleichung zwischen x y z in dieser Form: F{Xj y, z) = 0; dies 
zweite ist das gewöhnlichere,'' und es ist passend, alle Formeln so 
einzurichten, dass auf diese Form der Gleichung der Fläche Rück- 
sicht genommen wird. Die erste Darstellungsart ist zwar ebenso all- 
gemein, setzt aber voraus, dass man z aus der zweiten Gleichung 
explicite dargestellt habe, was einmal nicht immer möglich ,ist und 
zweitens eine nur selten vorkommende Art wie sich die Gleichung 
einer Fläche aus einer mathematischen Aufgabe ergiebt. Die dritte 
Form endlich, die von der grössten Wichtigkeit ist, ist folgende: 
Man denkt sich x y z als Functionen zweier neuer Variabein 

^ = A (P; q) y = A (p> q) ^ = h iPy q)' 

Mit dieser letzten Form des Ausdrucks hängen die beiden ersten 
auf eine leicht kenntliche Weise zusammen. Eliminirt man nämlich 
aus den drei Gleichungen der letzten Form die beiden Variabein p 
und q, so erhält man die zweite; und die erste ist selbst nur ein 
specieller Fall der dritten, denn man kann sie in folgende Gestalt 
bringen: x = p y = q z = g) (p, q). 

Ein Beispiel zu der dritten^ Art der Darstellung bietet die 
Kugel, siehe Fig. 10, in der wir den Aequator als Ebene der xy 
und dessen Axe als zAxe annehmen, und zwar möge die positive 
icAxe durch den Null - Meridian gehen. Denken wir uns alsdann 
jeden Punkt auf der Kugel bestimmt durch seine geographische Länge 
p und seine geographische Breite ^, so ist bekanntlich, wenn wir 
durch den fraglichen Punkt C und die zAxe einen grössten Kreis 
gelegt denken, das Stück dieses Meridians von C bis zum Aequa- 
tor = q und das Stück des Aequators von da bis zum Null-Meridian 
= p. Wir haben also in diesem Falle sphärische Coordinaten p und 
^- Coustruirt man sich die orthogonalen, so ist offenbar z = asin q. 
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wenn a der Kugelradius ist, und da die Projeetion des hier in Be- 
tracht kommenden Kugelradius auf die Ebene der xy, nämlieli a. cos^, 
mit der a;Axe den Winkel p bildet, so ist zweitens x==a cos ^. cosp 
und drittens y = a cofi q. sin p, — Für die unabhängigen Variabein 
p und q besteht hier blos die Bedingung, dass die geographische 
Länge p von 0® bis 360^ alle Werthe durchlaufen kann, während die 
geographische Breite q nur die "Werthe von — 90^ (durch 0*^) bis 
-j- 90^ annehmen kann, indem man die südliche Breite negativ 
rechnet: durch diese Bestimmung bezweckt man, dass alle Punkte 
der Kugel in den Gleichungen enthalten seien, und zwar alle nur 
eindeutig. 

Man sieht leicht, wie man aus dieser Form der Gleichung der 
Kugel die zweite erhalten kann: Quadrirt und addirt man die 
Gleichungen, die für die drei orthogonalen Coordinaten xyz be" 
stehen, so werden p und q eliminirt, und man erhält die bekannte 
Gleichung der Kugel: x^ + y^ + z^ = a^. 

Hätte man die Gleichung eines dreiaxigen EUipsoids 

in der dritten Form darzustellen, so könnte man z. B. setzen 
X = a cos p cos q y = h sin p cos q z = c sin g, 

§ 25. 

Die dritte Form des analytischen Ausdrucks der Fläche hat eine 
sehr einfache geometrische Bedeutung. Betrachtet man nämlich die 
Fläche gegeben durch das System der drei Gleichungen 

so findet man für jedes Werthepaar, welches man den unabhängigen 
Veränderlichen p und q beilegt, und wenn man xyz nach ihren 
Gleichungen berechnet, einen bestimmten Pujikt der Fläche. Legt 
man aber dem p einen numerischen Werth bei und lässt ihn für 
alle Werthe, die man q giebt, constant, so wird dadurch das System 
der gegebenen drei Gleichungen in ein System dreier Gleichungen 
verwandelt, die nicht mehr zwei Unabhängige enthalten, sondern 
eine: ein solches System ist aber (§ 3.) der analytische Ausdruck 
einer Curve im Räume, welche überdies nothwendig auf der Fläche 
liegt. Die Gleichung p = c, zu den obigen drei hinzugefügt, drückt 
also eine gewisse Curve auf der Fläche aus. Lässt man aber p eine 
sogenannte variable Constante, einen Parameter sein, so bekommt 
man für jeden Werth desselben eine solche Curve auf der Fläche, 
der Inbegriff aller Werthe von p bedingt also eitv S^^Xä^sl ^<ö^ö.^^xsv^^s^^ 
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von denen eine jede ganz auf der Fläche liegt, und welche die ganze 
Fläche überziehen. 

Legt man ebenso dem q einen constanten Werth bei, dass also 
nur p variabel bleibt, so bekommt man ebenfalls eine Curve auf der 
Fläche, und lässt man q Parameter sein, so ergiebt der Inbegriff 
aller Werthe desselben alle Curven, welche dieser ersten analog sind. 

Hieraus schliessen wir: die dritte, d. h. diejenige Dar- 
stellungsart einer Fläche, nach welcher man ihre Coor- 
dinaten als Functionen zweier neuen unabhängigen Va- 
riabein bestimmt, besteht darin, dass man sich die ganze 
Fläche durch zwei Systeme von Curven überzogen denkt. 
Das eine System entspricht der Gleichung p = c, das 
andere System von Curven entspricht der Gleichung ^=Cj. 
Jeder Punkt der Fläche wird alsdann betrachtet als ge- 
geben als Durchschnittspunkt einer Curve des einen 
Systems und einer Curve des andern Systems. 

Wenden wir dies auf das oben gewählte Beispiel der Kugel an, 
so finden wir zunächst, dass alle Punkte, für welche p einen con- 
stanten Werth hat, auf demselben Meridian liegen, oder dass die 
Gleichung p = c auf der Kugel einen Meridian ausdrückt. Ebenso 
sieht man , dass die Gleichung ^ = Cj einen Parallelkreis bedeutet. 
Will man also nach der oben gewählten Methode einen Punkt der 
Kugel angeben, so giebt man sein p und sein ^, und damit resp. 
seinen Meridian und seinen Parallelkreis. Als den Durchschnitt 
dieser beiden für jeden Punkt (unter der Bedingung der in § 24. 
angegebenen Einschränkung für p und q) bestimmten Kreise sieht 
man den Punkt an; d. h. man betrachtet ihn als Durchschnitt zweier 
Curven, von welchen die eine zu dem Systeme gehört, dessen Glei- 
chung ist p = constans, und die andere zu dem Systeme, dessen 

Gleichung ist q = constans. 

• 

§26. 

Anmerkung. Etwas Aehnliches ist schon die Coordinaten- 
Methode in der Ebene. Mit dem Ausdrucke: Einführung recht- 
winkliger Coordinaten will man bezeichnen, dass' man sich die ganze 
Ebene mit zwei auf einander normalen Systemen paralleler Linien 
überzogen denkt, und jeden Punkt als Durchschnitt einer Geraden 
des einen Systems in eine des andern Systems giebt. Aehnlich ist 
es bei schiefwinkligen und Polarcoordinaten , nur dass bei den erstem 
die beiden Systeme gerader Linien unter irgend einem schiefen Winkel 
gegen einander geneigt sind , und bei den andern nur das eine System 
^eradYinig^ nämlich ein ebenes Strahlenbüschel mit dem Anfangs- 
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punkt der Polarcoordinaten als Mittelpunkt, das andere dagegen eine 
Schaar concentrißcher Kreise ist. 

Ja selbst die ergte analytische Art , eine Fläche darzustellen, hat 
ganz die analoge Bedeutung, was schon daraus hervorgeht, dass sie 
nur ein specieller Fall der dritten ist. Schreibt man nämlich die 
Gleichung z = q){x,y) so: x =p y=q z = (p{pyq)y so giebt die 
erste Gleichung x=p eine ebene Curve parallel der Ebene der yzy 
und alle diejenigen Punkte, für welche y = q ist, liegen in einer 
ebenen Curve, die parallel der a;z Ebene ist. Die erste Darstel- 
lungsart der Flächen bedeutet also, dass man sich die 
Fläche überzieht mit solchen ebenen Curven, die ent- 
weder der a;zEbene oder der yzEbene parallel sind, und 
die Punkte der Fläche giebt als Durchschnitte je zweier 
Curven dieser Systeme. 

§ 27. ■ 

Lehrsatz. Jede Gleichung zwischen den beiden unab- 
hängigen Variabein p und q der drei Gleichungen einer 
Fläche giebt eine Curve auf der Fläche. 

Denn fügt man zu den drei Gleichungen 

x = fi{p,q) y^f'ziPjQ) ^ = fz{P7q) 

noch eine Gleichung (p, ^) = 0, so kann man offenbar mittelst der- 
selben eine der beiden Unabhängigen p oder q aus den ersten drei 
eliminiren, so dass drei Gleichungen übrig bleiben, welche nur eine 
Unabhängige . enthalten , und dies ist der analytische Ausdruck einer 
Curve im ßaume, und zwar einer Curve, die auf der gegebenen 
Fläche liegt, weil alle ihre Punkte den Gleichungen der Fläche 
genügen. 

Bei dem Beispiel der Schraubenlinie hatten wir etwas Aehnliches, 
indem wir sie definirten als auf der Schraubenfläche Hegend. (§ 4.) 
Für unser letztes Beispiel der Kugel ergiebt sich, dass man eine 
Curve auf derselben offenbar am einfachsten darstellen wird, indem 
man ein Mittel angiebt, um aus der geographischen Länge eines 
Punktes dieser Curve die geographische Breite und umgekehrt zu 
linden. In diesem Beispiele bezeichnet also jede Gleichung zwischen 
p und q eine sphärische Curve. 
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A. Die Oleiehung der Fläche sei gegeben 
in der Form (2) oder (1) (§ 24c). 

2. Untersucliimg der Flächen mittelst sclmeidender Ebenen. 

§28. 

Nachdem wir uns klar gemacht haben; wie wir eine Fläche in 
Gleichung setzen müssen, gehen wir über zur Untersuchung der 
Flächen, und zu diesem Zwecke denken wir uns die Fläche zu- 
nächst gegeben durch die Form F(x, ?/, z) = 0, weil es so am ein- 
fachsten ist. 

Ein Hauptmittel, um die Gestalt einer Fläche kennen zu lernen, 
besteht darin, dass man ebene Schnitte legt, und diese untersucht. 
Von allen diesen ebenen Schnitten sind diejenigen am leichtesten zu 
discutiren und zu berechnen, welche in den drei Coordinatenebenen 
liegen. Will man nämlich den Schnitt einer Fläche mit der xy Ebene 
untersuchen, so' hat nian nur in der Gleichung der Fläche z = zu 
setzen: dadurch erhält man unmittelbar die Curve, in welcher die 
Fläche die a;y Ebene schneidet; und ebenso ist es mit den beiden 
andern Coordinatenebenen. Hat man dagegen nicht gerade den 
Schnitt einer Coordinatenebene, sondern irgend einer andern Ebene 
zu discutiren, so wird es am einfachsten sein, diese andere Ebene 
zur Coordinatenebene zu machen. Dies hat zwar mitunter einige 
Rechnungs - Längen aber keine Rechnungs- Schwierigkeiten. 

Von vornherein wollen wir annehmen, dass die schneidende 
Ebene durch den Anfangspunkt geht. Ist dies nicht der Fall, so 
hat man nur die alten Coordinaten, jede um eine constante Grösse 
zu vermindern und zwar um die entsprechende Coordinate des neuen 
Anfangspunktes bezogen auf die alten Axen. Wir haben jetzt also 
folgende Aufgabe zu lösen: Den Durchschnitt einer gege- 
benen Fläche F{x,y, z) = und einer Ebene zu bestimmen, 
die durch den Anfangspunkt geht. Und zu dem Zwecke ver- 
legen wir die Coordinatenaxen, so zwar, dass sie unter einander 
dieselben rechten Winkel bilden wie wir sie für das ursprüngliche 
System annehmen, dass aber jede Axe des neuen Systems mit der 
ihr im alten Systeme entsprechenden einen gegebenen Winkel macht. 

Die alten Coordinaten seien x y z. Wir wählen zunächst den- 
jenigen Quadranten der a?y Ebene zum positiven, siehe Fig. IIa, in 
welchen der Durchschnitt der schneidenden Ebene (die durch den- 
selben Anfangspunkt geht) mit der xy Ebene zum Theil hineinfällt. 
Der Winkel beider Ebenen sei /, der Winkel, den der angeführte 
Darchschniit mit der alten y Axe macht, gleich h. Lassen wir zu- 
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nächst die zAxe und folglich auch die ory Ebene unverändert, siehe 
Fig. IIb; und drehen in dieser nur das Axenkreuz der y und x in der 
Richtung von y nach x um den Winkel Ä, so sind die Coordinaten des 
alten Systems durch die Coordinaten des jetzt entstandenen, die wir 
resp. mit xy z bezeichnen wollen, in folgenden Gleichungen gegeben: 

X =^ y sin h -{- x cos h y = y cos h — x sin h z = z. 

Jetzt lassen wir die y'Axe unverändert, und drehen nur in der 
a;z Ebene in der Richtung von der a;'Axe nach der ^Axe das Axen- 
kreuz der x' und z um einen Winkel i: alsdann ist die neue Ebene 
der X und y die gegebene schneidende Ebene. Die Coordinaten des 
durch die erste Drehung entstandenen Systems sind nun durch die 
Coordinaten x' y z des jetzt entstandenen so gegeben: 

x' = x' cos i — z sin i y=y z = x' sin i + z cos i. 

Man hat folglich endlich die Coordinaten des ersten Systems ge- 
geben durch die des letzten: 

a;=?/'sinÄ-|-a;"cosi cosÄ — z'sin/cosÄ y=yco^h — x ' cos i sin h-^-z sini sink 

z = X sin / + z cos /. 

Setzt man nun diese Ausdrücke in die Gleichung der Fläche 
(nachdem man diese nöthigenfalls so bestimmt hat, dass die schnei- 
dende Ebene durch den Anfangspunkt geht) ein, und dann z == 0, 
so erhält man die Gleichung der Schnittcurve in rechtwinkligen Coor- 
dinaten y j x\ Wir können also sagen: die gegebene Ebene schneidet 
aus der Fläche F (x, y, z) = die Curve 

F ^Fsinh-^- Ä cosicosh, Fcosh — JCcostsinh, Äs'miX =0 aus. 

§29. 

In vielen Fällen jedoch und namentlich wenn man die Eigen- 
schaften der Coefficienten , welche in den allgemeinen Formeln für 
die Transformation der Coordinaten im Räume vorkommen, ent- 
wickelt hat, ist es einfacher und symmetrischer, sich dieser Winkel 
i und h gar nicht zu bedienen, sondern unmittelbar die allgemeinen 
Transformationsformeln anzuwenden. 

Bleibt der Anfangspunkt der Coordinaten derselbe, so hat man 
zur Transformation eines rechtwinkligen Coordinatensystems in ein 
anderes folgende Formeln: 

X = X. cos {x, x) + y . cos {Xy y) + z, cos {x, z) ^ 

y=x, cos (y , x') -f y. cos {y, y) + z. cos (y» ; 

z = X. cos {Zyx) -j- y. cos (z', y) -j- z, cos {z, z) ,- 

welche wir abgekürzt so schreiben wollen: 

X ==^ ax -{- ßy -\- yz'^ y = ax + ßy + yz\ z = a'x -^ ^">Ä -V '^^ "^^ 
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Zwischen den neuen Transformationscoefficienten bestehen nun 
viele Beziehungen, da sie sieh auf drei Grössen sämmtlich zurück- 
führen lassen. Es ist zunächst die Entfernung eines Punktes vom An- 
fangspunkte im alten Systeme x^ + y^ + z^y im neuen x^ -|- y'^ -|- z 2, 
und da Punkt und Anfangspunkt unverändert bleiben, so müssen 
diese beiden Entfernungen einander gleich , d. h. a;^ + ^^ H" ^^ = 
x"^ + y^ + -2^'^ sein. Dies ist aber unter allen Umständen nur mög- 
lich durch folgende sechs Gleichungen: 

(1) «2 + a'2 + a"2 = 1 (2) ß^ + p + /3"2 = 1 (3) y2 + y2 ^ y-2 = 1 

(4)j3y-f/3y+j3Y'=0 (5)y« + /a+/V'=0 (6)«/3 + a/3'+a'j3"=0. 

Von diesen sechs Gleichungen ausgehend kann man eine grosse 

, Anzahl andrer Relationen finden. Zu dem Ende betrachten wir die 

Gleichungen (1) (6) (5). Diese kann man in einem gewissen Sinne 

zu linearen machen in Bezug auf a « V , wenn man sie so schreibt : 

aa -\- acc -4- «"«''= 1 ßcc-\- ß'a + /3' «'' =0 ya + ya -[- y"a" = 0. 

Dann kann man hieraus nach Art der Gleichungen ersten Grades 
a ß' y zwar nicht finden aber doch darstellen : Multiplicirt man näm- 
lich die drei Gleichungen resp. mit ß'y[ — yß" y'a" — ay" aß' — ß'a' 
und addirt sie, so erhält man 



U |^'y"_y'j3"| + cc [ß"y — ßy") + «"{//3 — j3>}|a oder a 



a a a 



ßß'ß 

r r r 

oder a.A = ß'y" — yß". Ganz ebenso findet man aus denselben 
Gleichungen durch Multiplication mit entsprechend geänderten Fac- 
toren ähnliche Ausdrücke für a'z/ und a"z/, denn die Grösse z/ 
ändert sich nicht, wenn man die Accente cyklisch fortrücken lässt. 
Da diese Grösse sich auch nicht ändert, wenn man die Buchstaben 
aßy cyklisch fortrückt, so findet man analoge Ausdrucke für j3^, 
ß' Ay ß" J aus den Gleichungen (2) (6) (4) und endlich für yz/, /z/, y'J 
aus den Gleichungen (3) (5) (4). Man hat also, wenn man die letzten 
neun Gleichungen zusammenstellt, folgende Beziehungen: 

( l)a.J=ß'y'-^yß", ( %) a:/l=fy—y"ß, ( 9) «."z/ = j3/— y/S'; 
(10)/3.^=/«'— aV", (ll)/3'.^=/'a — a>, (12) /3".z/ = ya'-«/; 
(13)y.^ = a'/3"-j3V', (14)/.z/ = «"/3 — jS'a, {\b) y\A=aß' —ßa . 

Hieraus kann man wiederum noch andere Gleichungen ableiten. 
Wenn man die Gleichungen (7) (10) (13) der Reihe nach mit aßy 
multiplicirt und addirt, so erhält man z/ (a^ -j- /32 _|_ ^,2^ __ ^ ^ ^^^ 
da, wie gleich gezeigt werden soll, z/ wesentlich von Null ver- 
schieden ist: 

Hß) «- + i32 + ;/2 _ 1 und ebenso (17) «^ +^'2 j^y'i^x 
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und (18) a"2 + j3"2 + y"2=l, 

entsprechend den Gleichungen (1) bis (3). 

Wenn man aber (9) (12) (15) mit d ^ y multiplicirt und addirt, 
so erhält man (aV + /3'/J" + //') ^ = 0, oder: 

(19)aV' + /3'j3" + //'=Ound ebenso (20) a a + /3"/3 + /V=0 
und (21) aa' + j3/3' + y/=0, 

entsprechend den Gleichungen (4) bis (6). Alle diese Gleichungen 
von der siebenten an sind also aus den 6 ersten, die wir vermittelst 
der Geometrie gefunden haben, durch Rechnung hervorgegangen, ob- 
gleich wir auch sie mit Hilfe geometrischer Betrachtungen hätten 
finden können. Andere Gleichungen, die man durch beliebige an- 
dere Combinationen der bereits aufgestelltea herleiten könnte, lassen 
wir unerwähnt. 

§ 30. 

Was nun die Grösse z/ betrifft, so lässt sie sich leicht be- 
stimmen. Wenn man nämlich die Gleichungen (7) (8)" (9) des vorigen 
Paragraphen quadrirt und addirt, so erhält man: 

(«2 + a'2 + a"2) ^2 = (^y _ ^'^y 4. (^'y _ y"^)2 + (^' _ ^ß-y 
oder 

und hieraus (22) -^== + 1. Hiernach können wir auch die 

Gleichungen (7) bis (15), wenn wir die obern Zeichen zusammen und 
die untern Zeichen zusammen gelten lassen, mit Anwendung partieller 
Differentialquotienten so schreiben: 

-^ da' -^ da ' -^ da ^ 

Es lässt sich aber auch bestimmen , in welchem Falle z/ = + 1 
und in welchem es = — 1 ist. Zu dem Ende schicken wir folgende 
Betrachtung voraus: 

Denken wir uns ein rechtwinkliges Coordinatensystem, so kann, 
wenn einmal die a;y Ebene auch in Beziehung auf das Vorzeichen 
ihrer Coordinaten bestimmt ist, die positive zAxe selbstverständlich 
nur zwei verschiedene Lagen haben: entweder oberhalb oder unter- 
halb dieser Coordinatenebene. Bestimmen wir nun den Cyklus der 
Aufeinanderfolge der Axen so, dass auf dierrAxe die der y und auf 
diese die der z folgt, welche also wiederum die der x hinter sich 
hat, so ergiebt sich leicht Folgendes : 

JOACHiMSTHAL , Anwendung d. DifferenUalTftcVvTV. "^ 
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Stellen wir uns bei der ersten Lage der zAxe (oberhalb der 
a:y Ebene) in die xAxe so, dass unsre Füsse auf der yz Ebene stehen 
und der Kopf in der x Axe liegt, siehe Fig. 12a, so erfolgt die 
Drehung von der y- zur z Axe von links nach rechts. Stellen wir 
uns jetzt ebenso in die t/ Axe, und sehen die Drehung von der z- 
nach der x Axe, so erfolgt diese in derselben Richtung, und ebenso 
verhält sich zu uns die Drehung von der x- nach der y Axe, wenn 
wir in der z Axe stehen. In diesem ersten Systeme geht also die 
angegebene Drehung von einer Axe zur folgenden, wenn man sich 
in die dritte Axe gestellt denkt, überall von links nach rechts. — 
Im zweiten System dagegen ist, wenn sonst sich nichts ändert als 
eben nur die Lage der z Axe, siehe Fig. 12b, die Drehung überall 
umgekehrt, nämlich von rechts nach links. 

Wir wollen hiernach zwei Coordinatensysteme gleichstimmig 
nennen, wenn bei gleicher Aufeinanderfolge der Axen die Drehung 
entweder in beiden von links nach rechts oder in beiden von rechts 
nach links geschieht. Dagegen nennen wir zwei Coordinatensysteme 
ungleichstim'mig, wenn die Drehungsrichtung in dem einen Sy- 
steme die entgegengesetzte der andern ist. — Hiernach beweisen wir 
folgenden 

Lehrsatz: Wenn das neue Coordinatensystem mit dem 
gegebenen gleichstimmig ist, so ist ^ = -rj-l; wenn sie 
nicht gleichstimmig sind, so ist ^ = — 1. 

Beweis: Sind die beiden Systeme wiederum xy z und x y z\ 
immer mit demselben Anfangspunkt, aber sonst ganz beliebig gegen 
einander liegend, so wollen wir uns das erste fest denken und das 
zweite um den festen Anfangspunkt drehen. Dann sind offenbar die 
9 Transformationscoefficienten bei jeder neuen Lage des neuen Sy- 
stems andere als bei jeder andern Lage, und zwar so, dass sie sich 
für zwei einander unendlich nahe Lagen des neuen Systems nur um 
unendlich wenig von einander unterscheiden. Daraus folgt, dass 
auch der Werth des ^ in zwei unendlich nahen Lagen sich nur un- 
endlich wenig ändern wird. Der Werth des A ist nun entweder 
-|- 1 oder — 1; er kann aber in zwei aufeinanderfolgenden Lagen 
nur unendlich wenig sich verändern, aber nicht von +1 zu — 1 
oder umgekehrt springen; daraus folgt mit Not h wendigkeit: er muss 
für beide Lagen constant sein. War er in der ersten Lage + 1, so 
niuss er auch in jeder zweiten Lage + 1 sein, und war er zuerst 
— 1, so ist er immer — 1. Bei der ganzen Bewegung des zweiten 
Systems bleibt also der Werth des A unverändert. Man kann nun 
durch continuirliche Verrückung das zweite System in eine solche 
Lage bringen, dass die positive o;' Axe mit der positiven a;Axe zu- 
sammenfällt, und die positive y'Axe mit der positiven j^ Axe. Die 
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positive z'Axe kann alsdann zwei verschiedene Lagen annehmen J 
sie kann mit der positiven z Axe zusammen- oder zu ihr in ent- 
gegengesetzte Richtung fallen. — Fallen erstens die beiden posi- 
tiven Halbaxen der z und z zusammen, oder mit andern Worten: 
sind die beiden Systeme gleichstimmig, so sind für diese specielle 
Lage die Transformationsformeln der Coordinaten folgende: 

X = X y =y z = z 
folglich 

« = 1 ß=Q y=0 a=0 /J'=l /=0 «"=0 /3"=0 y'=L 

Daraus folgt aber ^ = -|- 1, und da durch irgendwelche Bewegung 
des zweiten Sy&tems der Werth von ^ sich gar nicht ändert, so ist 
auch der ursprüngliche Werth des ^ , d. h. der bei der ursprüng- 
lichen Lage des zweiten Systems, + 1 gewesen. — Nehmen wir 
aber zweitens an, dass bei dem Zusammenfallen des x' mit x, des 
y mit y die zAxen in entgegengesetzter Richtung wären, d. h. dass 
wir mit zwei ungleich stimmigen Systemen zu thun hätten, so würden 
wir bekommen x =x y =y z •=■ — z, und dann würde der Werth des 
/d — 1 sein, /ienn von den Transformationscoefficienten sind alle Null 
ausser a welches = 1 , /3' welches = 1 , y" welches diesmal = — 1 
ist. In diesem zweiten Falle ist folglich auch bei der ursprünglichen 
Lage der beiden Systeme A = — 1 . 

Anmerkung. Handelt es sich nicht um zwei gegebene Coor- 
dinatonsysteme, sondern hat man bei einer Untersuchung die Wahl 
der Transformation, so kann und wird man immer annehmen, dass 
das neue System mit dem alten gleichstimmig ist. Sonst kann man 
je zwei ungleichstimmige Systeme in gleichstimmige verwandeln, in- 
dem man die eine Axe, etwa die z Axe in entgegengesetzter Richtung 
nimmt. 



§ 31. 

Nach dieser Digression gehen wir über zur Angabe eines Bei- 
spiels, wie man mit Hilfe der allgemeinen Coordinatentransformation 
die Durchschnitte von Ebenen und krummen Flächen findet. Wir 
behandeln die Aufgabe: Kann man durch einen beliebigen 
Punkt einer Fläche zweiten Grades einen Kreisschnitt 
legen? Wir stellen zu dem Ende die Gleichung der Fläche zweiten 
' Grades so auf, dass der betrachtete Punkt Anfangspunkt wird. Ana- 
lytisch stellt sich dies dadurch dar, dass das constante Glied fehlt. 
Da man ferner jedesmal die Coordinatenaxe so legen kann, dass in 
der Gleichung der Fläche die Producte je zweier verschiedener Co- 
ordinaten fehlen , so können wir als allgemeinste Gleickniv«^ ^^71 ^^^^i^^ 
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Zweiten Grades, bei der der Anfangspunkt der gegebene Punkt ist, 
folgende aufstellen: 

Ax^ + By^ + Oz^ + 2Dx + 2Ey + 2Fz = 0. 

Führt man nun ein neues Coordinatensystem ein und zwar durch 
folgende Transformationen: 

x=ccx'']-ßy'{-yz' y=ccx'-\-ß'y-\-yz' z=a'V + /3'y+/V, 

so haben wir nach gemachter Substitution in die in diesem Systeme 
ausgedrückte Gleichung der Fläche die Bedingung einzuführen, dass 
die Fläche von einer der neuen Coordinatenebenen , z. B. von der 
der x'y geschnitten werde, d. h. wir haben nach (oder also auch 
vor) der Substitution z' = zu setzen. Kehren wir alsdann wieder 
zu dem alten Coordinatensystem zurück, so haben wir darin die 
Gleichung z' == auszudrücken: dies geschieht aber sehr leicht, in- 
dem wir die Trans formationsgleichungen resp. mit y y' y" multipliciren 
und die Producte addiren ; es ist nämlich wegen der Formeln (5) (6) 
(3) yx -j- yy -j- y'z = z', also ist die Gleichung der xy Ebene im 
alten System folgende yx -\- yy + y"z = 0. Machen wir nun' obige 
Substitution in die gegebene Gleichung, so erhalten wir: 

a;'2 f^Aa} + ^«2 ^ ^^"2| ^ 2xy {Aaß + Baß' + Ca'ß''} 
+y^{Aß'^'i-Bß'^+Cß''^}+2x'{Ba+Ea+Fa'}+2y{Dß+Eß'-i-Fß''^^^ 

Diese Gleichung giebt also den Durchschnitt der Ebene 

yx + y V + y"^ = 

mit der gegebenen Fläche zweiten Grades. Damit die dadurch aus- 
gedrückte Curve ein Kreis sei, muss zunächst der Coefficient des 
zweiten Gliedes Null sein, und ferner die Coefficienten , welche die 
Quadrate der Coordinaten multipliciren, einander gleich. Nennen wir 
daher den Werth dieser beiden letztern Coefficienten /", so haben wir 
folgende drei Gleichungen: 

(1) Aaß + Baß' + Ca'ß''=0 (2) ^«2 + Ba^ + Ca'^=/' 

(3) ^/32+^/5'2+^/3"2=/*. 

Bis hieher ist die Untersuchung ganz allgemein. Wir wollen 
aber von jetzt an den Fall ausschliessen , dass von den drei Coeffi- 
cienten ABC irgend zwei einander gleich sind. Dann ist nämlich 
die Fläche eine Umdrehungsfläche, und bei diesen sind alle Schnitte 
normal zur Axe, und nur diese Kreise. Den Fall jedoch, dass eine 
der drei Grössen ABC Null ist, d. h. die beiden Paraboloide, so- 
wie den elliptischen und den hyperbolischen Cy linder, schliessen wir 
nicht aus, wohl aber den parabolischen, dbnn bei diesem sind zwei 
Coefficienten Null, und wir haben so eben festgesetzt, dass nicht 
^wei denselben Werth haben sollen. 
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Setzen wir noch über das (bis jetzt ganz willkürlich gelassene) 
Grössenverhältnis der drei Coefficienten A, B, C fest, dass 

A> B> C, 

dass also die DiflFerenzen A — B, B—C positiv sind, so fragt es sich 
jetzt: Lassen sich die Gleichungen (1) (2) (3) für irgendwelche Co- 
efficienten A, B, C, welche nur den so eben gemachten Bedingungen 
genügen, lösen, und wie lauten die daraus hervorgehenden Werthe 
von y//'? Denn dass die Gleichungen die Grössen aß aß' a"ß'' 
und nicht die gesuchten y y y" enthalten, macht keinen Unterschied, 
da wir Relationen genug haben, um jene auf diese zu reduciren. 
Wir formen nun die Gleichungen (1) (2) (3) so um, dass sie nur 
die drei Grössen y y y' (und ausserdem /*) enthalten. 

Addirt man die beiden letzten, und berücksichtigt die Gleichun- 
gen (16) (17) (18) des § 29., so findet man 

^(l_y2) j^ ^(1-/2) + (7(l_/'2) _ 2/ 

oder 

Ay'^ + ^/2 ^ Qy^n ^ A-\' B -\' C—2f (4). 

Multiplicirt man die beiden letzten, und subtrahirt von ihrem 
Producte das Quadrat der ersten, so ergiebt sich 

AB(a^ß"^—2aaßß'+a'^ß^)-i-BC{a'^ß''^—2a'a'ß'ß''+a"^ß"^) 

+ CA {a'"^ß'^—2aa"ßß" + a'^ß'"^) 

oder AB {aß' — aßf-\- BC {a'ß" - ß'a'y + OA {cc'ß - aß^y 

oder endlich wegen der Formeln (15) (13) (14) des §29. (cf. auch § 30.): 

BCy'^ -f CAy"^ + ABy"^ = /^ (5). 

Dazu fügen wir noch die schon bekannte Gleichung (3) des § 29. : 

Um nun aus diesen Gleichungen (4) (5) (6) zunächst y zu finden, 
multiplicire man sie der Reihe nach mit A, 1, — A^B-^-C). Da- 
durch findet man 

{Ä^+BC-'A{B+C))y'^=A^—2Af+f^ 

oder y'^{A—B) (A—C) = (A—fy, 

und analog die beiden andern Coefficienten. Man hat folglich: 



f2 



_ (^~/)' '2 _ (^-n' ,/'2 _ i^-f) 



2 



^ ~ [A-^B)(A-a) ^ ' "" (JB~C)(J5-^) ^ * ~ (C^A) (c^-B) 

Diese drei Quadrate können natürlich nur positiven Ausdrücken 
äquivalent sein. Nach unsrer obigen Bedingung A'^ B '^ C sind zwar 



y2_ 



i^-ff. und y"2 = — i^^'l- 



(A-B) (A-C) "" '^ ~ (A^C) {B^C) ^ 
nicht aber 

' {B—ü) {,A—B) 
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in dieser Beziehung der Bedingung entsprechend. Der Widerspruch 
in y"^ lässt sich aber nur dadurch heben, dass man y' = setzt und 
dadurch ist endlich auch die Grösse f bestimmt, so dass jetzt die 
gesuchten Coefficienten werden: 

Diese Werthe, die wir hier für die Coefficienten gefunden haben, 
führen .auf zwei verschiedene Ebenen, welche Kreisschnitte liefern. 

Bezeichnen wir nämlich für den Augenblick ä_q mit m^ und Ä__n 

mit n^ , indem diese Brüche jedenfalls positiv sind, so haben wir 
zunächst folgende 4 Systeme: 

y z=z ^ m / = y" = + ^; y = — ^ y =0 y" = -j-n, 

y = — m y ==0 y" = — w , y = -j- m y =0 Y" = — W. 

Setzen wir jedoch diese vier Systeme nach einander in die Gleichung 
der schneidenden Ebene, nämlich in yx -\- yy -^ y" z =^Q ein, so 
bekommen wir offenbar nur zwei verschiedene Ebenen, nämlich ent- 
weder mx -\- nz =0 oder mx — nz = 0. 

Somit haben wir gefunden, dass jede Fläche zweiten Grades, 
die keine Umdrehungsfläche ist, die Eigenschaft hat, dass sich durch 
jeden ihrer Punkte zwei Ebenen legen lassen, welche die Fläche in 
Kreisen schneiden ; und» die Gleichungen dieser schneidenden Ebenen 
sind, wenn, die Gleichung der Fläche die oben aufgestellte Form 

hat : y A — ß , x + }/ B — C, z == 0. Aus diesen Gleichungen folgt, 
dass beide schneidenden Ebenen auf der xz Ebene normal stehen 
oder der y Axe parallel sind. 

Da die drei Grössen A, B j C in Bezug auf die Flächen zweiten 
Grades mit einem Mittelpunkte die reciproken Werthe der Axen- 
quadrate darstellen (welche auch wie bei den Hyperboloiden negativ 
sein können), so kann man, wenn man in einer solchen Fläche 
zweiten Grades die reciproken ^Werthe der Axenquadrate bildet 
(wobei also auch imaginäre sowie unendlich grosse Axen nicht aus- 
geschlossen sind), diejenige Axe die mittlere Axe nennen, welcher 
die mittlere der drei gebildeten Grössen entspricht, und man kann 
alsdann unser Resultat so aussprechen: 

Durch jeden Punkt einer Fläche zweiten Grades gehen 
zwei Kreisschnitte, die der mittlem Axe parallel sind.. 

§32. 

Zusatz 1. Ein Fall ist in dem Vorigen mit eingeschlossen oder 
nicht eingeschlossen, wie man es nehmen will. 
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Es ist der Fall, wo die Grösse /*=0, d. h. da nach dem Frü- 
heren f^=-B sein soll, der Fall, wenn B = ist. Alsdann muss 
C negativ sein, denn wir haben vorausgesetzt Ä> B und B > C, 
Setzen wir also A=-^k^ und C = — ft*, so haben wir folgende 
Gleichung der Fläche 

k^x'^—fi^z'^ + 2Bx + 2Ey + 2Fz = 0, 

eine Gleichung, welche ein hyperbolisches Paraboloid ausdrückt oder 
einen hyperbolischen Cylinder: das Letztere nur in dem Falle, wenn 
^ = ist. Wir sehen also , dass beim hyperbolischen Paraboloide 
und beim hyperbolischen Cylinder durch jeden Punkt zwei Ebenen 
gelegt werden können, von denen eine jede mit der Fläche nur 
eine gerade Linie gemeinschaftlich hat, und zwar eine Gerade, die 
man als einen Kreis von unendlich grossem Radius anzusehen hat. 

Beim hyperbolischen Cylinder ist das evident. Da man nämlich 
durch jeden Punkt einer Hyperbel zwei Linien legen kann, die die 
Hyperbel nur eben in diesem Punkte treflFen, nämlich diejenigen 
beiden Linien, welche den Asymptoten der Hyperbel parallel sind, 
so werden die beiden Ebenen, welche man über diesen Linien nor- 
mal zur Ebene der Hyperbel errichtet, den hyperbolischen Cylinder 
nur in der Seite schneiden, welche normal über jenem Punkt steht. 
— Beim Paraboloide ist die Sache nicht so einfach 5 aber die Rechnun- 
gen, die wir angestellt haben, geben vollkommen darüber Bescheid. 
Es sind nämlich, wie aus dem vorigen Paragraphen klar ist, die 
Gleichungen dieser geraden Linie: 

X {Da + Ea -f Fa") + y {Bß + Eß' + Fß'') = 

und ausserdem die Gleichung des Paraboloids resp. Cylinders, wobei 
man noch die Grössen a und ß danach zu bestimmen hat, dass 

y2 = -^--^ und / = 0, /'^ ^ ^^l_ gind. 

Man kann also, selbst diese beiden Ausnahmefälle mit hinein- 
ziehend, allgemein sagen: Durch jeden Punkt einer Fläche zweiten 
Grades gehen zwei Kreisschnitte ; die Ebenen aller dieser Kreisschnitte 
liegen in zwei parallelen Systemen. Denn ergiebt sich als Schnitt 
eine gerade Linie, so kann diese hier nicht als ein System zweier 
einander deckenden Geraden, d. h. als Entartung der Parabel, son- 
dern muss als ein Kreis mit unendlich grossem Radius angesehen 
werden. 

Zusatz 2. Als specielleres Beispiel wollen wir kürzlich noch 

das zweischalige Hyperboloid ^ — |^ — ^ = 1 untersuchen, indem 
wir durch den Punkt (5i; i^i, gi) desselben E^reisschnitte legen. Wir 
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wählen diesen Punkt zum neuen Anfangspunkt ^ d. h. wir substituiren 

a« &2 c* "f" a« &« c* ^ 

und haben dadurch die Gleichung auf die Form gebracht, die wir 
oben in der allgemeinen Entwickelung zu Grunde gelegt haben. 

Offenbar ist -j der grösste Coefficient, denn die beiden andern sind 

negativ, und ist & > c, so ist — p^ > 2; also entsprechen hier- 
nach diese drei Coefficienten geradezu den obigen A, B, C. Die 
Gleichung j/A^B x + j/B—C z = 

witd also ex j/a^ + ^^ + ^^ YH^ — c^ = 

oder in den ursprünglichen Coordinaten: 

Dies sind also die beiden Ebenen, welche durch den Punkt g, ^^ gj 
gehen und das Hyperboloid in je einem Kreise schneiden. 

3. Tangentialebene und Normale. 

§ 33. 

Jetzt uns wieder zu allgemeineren Untersuchungen wendend, gehen 
wir zur Tangentialebene über. Es sei die Gleichung einer 
Fläche in der Form F (x^ y, z) = gegeben. Denken wir uns auf 
dieser Fläche irgend eine Curve gezogen, so können wir sie ana- 
lytisch entweder darstellen durch zwei Gleichungen, zwischen x, y, z, 
von denen die eine eben selbst -F=0 sein könnte, oder, wenn wir 
sie unabhängig von der Fläche betrachten wollen , dadurch , dass wir 
X y z als Functionen von t ausdrücken, so dass t irgend eine vierte 
Grösse bedeutet. Legt man dieser Grösse i andre und andre Werthe 
bei, so bekommt man immer andre Punkte der Curve. Setzt man 
diese Werthe in die l^nke Seite der Gleichung ^ = ein , so muss 
sie identisch Null werden. Denn würde sie nicht Null, sondern 
irgend eine Function f von t, so Hessen sich aus der alsdann be- 
stehenden Gleichung f(t)=0 eine endliche Anzahl von Werthen 
für i ableiten oder es könnte doch dieser Gleichung nicht durch con- 
tinuirliche Werthe Folge geleistet werden, sondern man erhielte nur 
eine Anzahl discreter Werthe von t. Benutzte man diese wiederum 
um die zugehörigen Coo*rdinaten x y z der Curve zu berechnen, so 
ergäben sich somit nur einzelne Punkte der Curve und keine con- 
timürliche Folge, Die Curve könnte somit nicht ganz und gar auf 
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der Fläche liegen, indem die Gleichungen beider Raumgebilde nur 
durch eine bestimmte Anzahl von Werthen für die Coordinaten zu- 
gleich erfüllt würden. — Leichter noch sieht man dies a posteriori 
ein: Man denke sich eine Fläclie F {x, y, z) = 0, und irgend eine, 
ganz beliebige Curve, gegeben durch drei Gleichungen: x^ y j z b\ä 
Functionen einer vierten Grösse /. Will man die Durchschnitts- 
punkte der Linie und der Fläche bestimmen, so hat man die Werthe 
der Coordinaten aus der Gleichung der Curve in die Gleichung der 
Fläche einzusetzen, und aus der resultirenden Gleichung für / alle 
-Werthe dieser Grösse zu bestimmen: diese bedingen 'die Durch- 
schnittspunkte der Curve und der Fläche. Soll aber jetzt die Curve 
ganz auf der Fläche liegen, so muss es kein Mittel geben, um solche 
Werthe von t zu bestimmen. Es ist somit klar, dass unter den an- 
gegebenen Voraussetzungen die Gleichung der Fläche identisch er- 
füllt wird, wenn man in sie die Werthe der Coordinaten substituirt, 
welche sie in den Gleichungen der auf der Fläche gezogenen Linie 
haben. 

Zieht man nun in einem bestimmten Punkte xyz der Curve, 
die auf der Fläche liegt, die Tangente an die Curve, so bestehen 
für jeden Punkt § iy 5 dieser Tangente die beiden Gleichungen 

i—x _^ ri—y ^_ t—z 
dx , dy dz 

• dt dt dt 

Setzt man nun die Werthe der Coordinaten xyz durch t ausgedrückt 
in die Gleichung F = ein , so ergiebt sich , wie erwähnt , die iden- 
tische Gleichung = 0; deshalb muss auch das Differential dieser 
Gleichung nach t ebeüfalls Null sein, d. h. man muss haben 

dFdx . dF dy . dFdz^^^ 
dx dt ~^ dy dt "^ dz dt ^ 

was wir der Kürze halber so schreiben wollen: 

Da nun die Grössen -^f-Äy-A proportional sind den Grössen 

g — Xj ri—y, l — z, und auf der rechten Seite der letzten Gleichung 
Null steht, so kann man statt der Differentialquotienten in sie die 
Diflferenzen einsetzen und erhält 

il-x) F'{x) + (ri-y) F'{y) + (g-z) F'{z) = 0. 

Diese Gleichung findet also statt zwischen einem Punkte xyz 
irgend einer Curve, die auf der Fläche ^ = liegt, und zwischen 
dem Punkte giyg der Tangente im Punkte xyz der Curve. Es ist 
nun merkwürdigerweise in dieser Gleichung zwar der P^w%A» -x-v^x^ 
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sowie der Punkt Ji^f enthalten, aber keine Spur von der speciellen 
Curve, welche auf der Fläche gezogen worden ist. Zieht man daher 
jetzt durch denselben Punkt xyz nicht eine Curve auf der Fläche, 
sondern unzählig viele Curven, und an alle diese Curven die Tan- 
genten im Punkte xf/z, so werden alle Punkte aller dieser Tangenten 
der obigen Gleichung genügen, und da man xyz als Constante, den 
Punkt 5 ^ g der Tangente irgend einer dieser Curven als veränder- 
liche, d. h. §?2g als laufende Coordinaten anzusehen hat, so ist die 
gefundene Gleichung die einer Ebene. Wir haben sonut durch diese 
Entwickelung gefunden und bewiesen den 

Lehrsatz: Zieht man durch einen Punkt einer Fläche alle 
möglichen Curven und alle Tangenten an diese Curven, so liegen 
alle diese Tangenten in einer Ebene ; oder, anders ausgedrückt: Der 
Ort der Tangenten aller Curven, welche man durch einen 
Punkt einer Fläche ziehen kann, ist eine Ebene, und ihre 
Gleichung {^—x) F{x) + {ri^y) r(y) + {^—z)F\z) = 0. 

Erklärung. Man nennt diese Ebene die Tangentialebene 
der Fläche im Punkte xyz. 



% 34. 

Anmerkung 1. Dies ist ganz streng festzuhalten, dass die 
Tangentialebene nichts weiter ist als der Ort dieser Tangenten, und 
nicht geradezu diejenige Ebene, welche die Fläche im gegebenen 
Punkte berührt. Es kommt nämlich eben so oft vor, dass die Tan- 
gentialebene, an einem Punkte der Fläche cpnstruirt, die Fläche 
schneidet, als dass sie sie nicht schneidet, d. h. denkt man sich 
durch einen Punkt einer Fläche sämmtliche Tangenten gezogen, so 
kann die Ebene, in welcher alle diese Tangenten liegen, die Fläche 
ganz auf der einen, oder z. Th. auf der einen, z. Th. auf der andern 
Seite liegen haben. Von der ersten Art bietet die Kugel in allen 
Punkten ein Beispiel. Ein Beispiel zu der zweiten Art findet man 
leicht, wenn man sich einen Bogen ab um eine Axe rotirend denkt, 
siehe Fig. 13, welcher er die erhabene Seite zukehrt. Construirt 
man in einem Punkte c der entstehenden Fläche die Tangente an 
die erzeugende Curve, und die Tangente an den von c beschriebenen 
Kreis , so ist die Ebene dieser beiden Tangenten die Tangentialebene. 
Ein Theil der erzeugten Fläche liegt, wie man sich leicht überzeugt, 
diesseits, ein andrer jenseits dieser Ebene. 

Anmerkung 2. Es kann übrigens auch leicht vorkommen, 
dass eine Tangentialebene gar nicht existirt. Dies geschieht in dem 
Falle^ dass für den betreffenden Punkt der Fläche gleichzeitig 
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p— 9 ~^} -^ verschwinden. Dann wird die Gleichung durch jeden 

Werth von J^g identisch erfüllt, drückt also gar nichts mehr aus. 
Ein solcher Fall ist z. B. an der Spitze des Kegels, wo die Tan- 
genten keine Ebene mehr bilden. 



§35. 

Folgerung 1. Wenn eine Gerade ganz auf einer Fläche liegt, 
so wird in jedem Punkte dieser Geraden die Tangentialebene zu- 
gleich die Gerade enthalten. Dies ist evident, insofern die Gerade 
eine Curve ist, die ihre eigene Tangente ist. 

Folgerung 2. Wenn durch einen Punkt einer Fläche zwei 
Geraden gehen, so muss die Ebene, welche durch beide geht, zu- 
gleich die Tangentialebene sein: immer vorausgesetzt, dass die 
Punkte, um welche es sich hier handelt, nicht solche Ausnahms- 
punkte sind, in welchen überhaupt gar keine Tangentialebene existirt. 

Anmerkung, ßei diesen geradlinigen Flächen, d. h. bei den- 
jenigen, welche durch die Bewegung einer Geraden entstanden sind, 
gilt entweder für alle Punkte einer ihrer Geraden dieselbe T^gen- 
tialebene (Cylinder) , oder die Tangentialebene ändert sich von Punkt 
zu Punkt. 

Zusatz. Wird die Gleichung einer Fläche in aufgelöster Form 

dargestellt: z—f{x,y) = 0^ so ist ^— = — -^, was man mit — /? 
zu bezeichnen gewohnt ist, so wie -^ == — ^ J^it — Q] endlich 

wird -^ in diesem Falle = 1. Unter dieser Voraussetzung wird 

also die Gleichung der Tangentialebene folgende Gestalt annehmen: 

5 — ^ = p i^—x) -f q (ri — t/). 

Oflfenbar kann man aus dieser Form die obige wieder ableiten. 

Aus der Gleichung F{x,t/,z) = folgt nämlich, wenn man y als 

constant und z nur als Function von x ansieht: 

dF . dFdz . dF . dF ^ . .., 1. , dF . dF ^ 

ö r -^T ^- oder ^ U—-p = und ähnlich -5 h ^- ö' = 0, 

ex ' dz dx dx ^ dz cy ^ dz, ^ ' 

woraus also (mit abgekürzter Bezeichnung) hervorgeht: 

P~ TJ^^ ^~ F'{z) 

Setzen wir dies in die so eben aufgestellte Gleichung ein, so ver- 
wandelt sie sich in die ursprüngliche 

{%-x) rix) + (n-y) F'iy) + {%-z) ^iz) = 0. 
Bemerkung. Beide Formen der für die Tangentialebenen ^\i£- 
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gestellten Gleichung sind allgemein richtig, die Coordinaten mögen 
rechtwinklige oder schiefwinklige sein. Von jetzt an wollen wir 
jedoch rechtwinklige Coordinaten annehmen, weil der Fall der schief- 
winkligen Coordinaten eine Aenderung nöthig machen würde, die 
sonst zu nichts weiter führt. 

Zusatz. Man nennt Normale einer Fläche die Gerade, die 
auf der Tangentialebene normal steht. Daraus folgt, dass am Punkte 
xy z einer Fläche die Gleichungen der Normale folgende sind: 

6— a? ri — y t—z 

§ 36. 

Bei den algebraischen Flächen gestattet die Gleichung der 
Tftngontialebene jedesmal eine Reduction, von der es gut ist, dass 
iimn nie ein für allemal kennt. Bilden wir uns zunächst die Gleichung 
der Tangentialebene für die Flächen zweiten Grades (mit Ausnahme 
der Cylinderflächen), die in der Gleichung A^^ + Bri^ -j- C^^ == 1 
onthalten sind, so finden wir nach dem Obigen 

(i-x) 2Ax + {ri-y)2By + (£ -^) ^Cz = 0, 

oder da für den Punkt xy z die Gleichung Ax'^ + ^y^ + ^^^ = 1 
besteht: Ax^ + Byri -|- Cz^—1 = 0, eine der Gleichung der vor- 
gelegten Fläche sehr conforme Gestalt. 

Eine ganz ähnliche Transformation lässt sich bei allen Tangential- 
ebenen algebraischer Flächen machen. Es sei F{x,y,z) = die 
Gleichung einer Fläche des n*®" Grades, in der alle Nenner und 
Wurzelgrössen, die die Coordinaten enthalten, weggeschaflft zu denken 
sind. Dann besteht die Gleichung F =0 aus einer Reihe von Glie- 
dern, von denen die höchsten von der n*®" Dimension sind; auf 

diese kommen Glieder von der n — 1*®" Dimension, u. s. w. Jede 
Gruppe von solchen Gliedern, wenn wir sie nach den Dimensionen 
eintheilen, ist homogen, d. h. in jeder Gruppe ist die Summe der 
Exponenten der Coordinaten constant. Ueber solche homogene 
Functionen existirt nun folgendes 

Lemma. Wenn Um eine homogene Function des w*®" Grades 
von den drei Variabein xy z bedeutet, so hat man folgende Gleichung: 

dx ^ ^ dy ^ dz 

Der Beweis ist in Folgendem gegeben: Um wird bestehen aus einer 
Summe von Gliedern von folgender Art: x^, yß, z^, worin a -j- /3 -j- y == w 
ist. Diflferentiirt man ein solches Glied nach x und multiplicirt es 
ahdami mit x, so erhält man a.x^^^.y^.zy.x oder^o. o;". y/*. z^. Be- 
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handelt man das Glied ebenso in Bezug auf y und dann in Bezug 
auf z, so erhält man resp. ß.x^.yß.z^ und y.x^.yfi.z^. Addirt man 
diese drei Ausdrücke, so erhält man 

(a + /3 -f- y) o;". y/*. z^ oder m. x". yß, zy\ 

und so mit jedem GHede, woraus Um besteht. — 

Es habe nun die vorgelegte Function F(x,y,z) die Form 

so dass diese Summe (in welcher Uq eine Constante bedeutet) gleich 
Null ist; dann ist die Gleichung der Tangentialebene: 

rv \ \ dUn . dUn-^1 . dUn^2 ■ . dUA 

^^ ^Ji'öx'^ dx '^ dx "*■ "^ dx) 

oder nach dem Lemma 
^' dx "^^* dy "^^' dz 



= n.Un + n—\. Un-i + n— 2. £^„_2 + + 2ü^ + ^/j, 

woraus wir noch die Glieder der höchsten Dimension, nämlich ^„, 

mittelst der Gleichung ün = — {ün-i + ün-2 + + ^o) eliminiren 

können, so dass hiernach endlich die Gleichung der Tangentialebene 
für «.Igebraische Curven wird: 

l,F\x) + n'F\y) + 5-^'(^) + Un-i+ 2^„_2 +3^7„_3 

+ + ^r;=T^j + w%=l. 

Aus dieser Form der Gleichung wollen wir zunächst noch einen 
Schluss ziehen. 

Denken wir uns , es sei ein Punkt ausserhalb der Fläche gegeben, 
so ist, wenn wir uns die Aufgabe stellen, von ihm aus an die Fläche 
mehrere Tangentialebenen oder eine wenigstens zu legen, die unbe- 
kannte Grösse dieser Aufgabe der Berührungspunkt, von dem wir 
jedoch wissen, dass er ein Punkt der Fläche ist, und also, wenn 
wir ihn mit xy z bezeichnen , der gegebenen Gleichung F {x, y, z) =s 
genügen muss, so wie, wenn wir den gegebenen Punkt ausserhalb 
der Fläche mit Ji^g bezeichnen, der Gleichung der Tangentialebene 
dieses Punktes, die wir hier in der zuletzt aufgestellten Form an- 
wenden wollen. Wir haben also zur Bestimmung der Coordinaten 

x, y, z zwei Gleichungen, vom w*«" resp. n — 1*®" Grade, und können 
daraus also unzählig viele Werthe für die Coordinaten ableiten. 
Wenn man also von einem Punkte g i^ S ^.n eine Fläche des w^'^" Gra- 
des F = Tangentialebenen legen soll, so liegen die Berührungs- 
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punkte derselben (ausser auf der Fläche ^ == 0) auf einer Fläche 

des n — 1*®" Grades. Denkt man sich, von dem gegebenen Punkte 
nach dem Durchschnitt dieser beiden Flächen, d. h. nach der Curve 
der Berührungspunkte Gerade gezogen, so Wlden diese offenbar den 
Kegel, welcher in seinen Kantem die Fläche ^=0 berührt, oder 
welcher der Fläche umschrieben ist. Man kann somit folgenden 
Satz aussprechen: 

Wenn man von einem Punkte Si^S einen Berührungs- 
kegel an eine Fläehe des w*®" Grades legt, so liegt die Be- 

rührungscurve auf einer Fläche des n — 1*®** Grades, 

Hiervon ist ein specieller Fall: die Curve, in welcher der 
Berührungskegel einer Fläche zweiten Grades dieselbe berührt, ist 
eine ebene , der bekannteste und wichtigste Satz aus der Theorie der 
Flächen zweiten Grades. Für die Flächen dritten Grades findet 
man: Legt man von einem Punkte an eine Fläche dritten Grades 
einen Berührungskegel, so wird die Berührungscurve eine Curve 
doppelter Krümmung, doch so, dass sich durch dieselbe jedesmal 
eine Fläche zweiten Grades legen lässt: sie ist also der Durchschnitt 
der gegebenen Fläphe und einer gewissen Fläche zweiten Grades. 

Man kann jedoch der Gleichung der Tangentialebene noch eine 
andere Form geben, in welcher sie vollkommen symmetrisch ist. 
Die Gleichung der gegebenen Fläche F{x,y,z) = besteht zwar 
aus homogenen Gruppen, ist selbst aber nicht homogen in Bezug 
auf xyz. Wir können sie aber homogen machen, wenn wir eine 
vierte Grösse w einführen, deren Zahlenwerth ein für allemal 1 ist, 
und die nur dazu dienen soll, den einzelnen Gruppen gleiche Dimen- 
sionen zu geben, d. h. die Gleichung der Fläche homogen zu machen, 
was dadurch erreicht wird,* wenn wir sie folgendermassen schreiben: 

Diese Gleichung ist nämlich in Bezug auf die vier Grössen x, y, z, w 
homogen und zwar von der n^^" Ordnung. Bildet man nun den Dif- 
ferentialq^uotienten F'{w)y so ist dieser 

und setzt man hierin w=\y so sieht man, dass mit Anwendung 
dieser Bezeichnung' die Gleichung der Tangentialebene einer alge- 
braischen Fläche in folgende Gestalt gebracht werden kann: 

t F\x) + n. r{y) + g. F\z) + (ö. F\w) = 0, 

wo (5 ein Factor ist; dessen Zahlenwerth ebenfalls 1 ist, so wie der 
von i^, und der nur der Gleichförmigkeit halber hinzugesetzt worden 
ist. Um also die Gleichung der Tangentialebene einer 
algebraischen Fläche F (or, y, z) = zu ,finden, führe man 
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eine Grösse w ein, welche dazu dient, alle Glieder der Gleichung 
F=0 homogen zu machen, so dass die Gleichung der Fläche jetzt 
wird F {x y y , z , w) = 0, Dann ist die Gleichung der Tangentialebene: 

g. F'{x) + n- P'iy) + 5. F\z) + CD. F'{w) = 0, 

worin man nach der Aufstellung derselben w und c5 gleich 1 zu 
setzen hat. 

§ 37. 

Schon oben wurde erwähnt, dass ein wesentlicher Unterschied 
zwischen Tangentialebenen einer Fläche und Tangenten einer Curve 
darin besteht, dass bei der Tangentialebene das Schneiden der Fläche 
ein eben so häufig vorkommender Fall ist, wie das Nichtschneiden, 
während doch die Tangente einer Curve im Allgemeinen die Curve 
auf einer Seite lässt, oder sie nicht schneidet, und das Schneiden 
hier nur in speciellen Fällen, in den sogenannten Wendepunkten vor- 
kommt, deren mögliche Anzahl noch dazu bei den algebraischen 
Curven eine endliche, beschränkte ist. Ehe wir uns den analytischen 
Grund davon aufsuchen, warum, was bei den Curven Ausnahme ist, 
bei den Flächen nicht mehr als Ausnahme angesehen werden kann, 
lösen wir, um über dieses Schneiden der Tangentialebene eine präcise 
Vorstellung zu bekommen, folgende specielle 

Aufgabe: In welchem Falle schneidet die Tangential- 
ebene einer Fläche zweiten Grades diese Fläche? Wir 
lassen hierbei die Cylinder, sowie den Kegel bei Seite oder erwähnen 
sie nur, wo sie sich als specieller Fall darbieten. Wir führen auch 
die Discussion nur für die Flächen mit einem Mittelpunkt durch, 
weil die Untersuchung der beiden Paraboloide dieser ganz analog ist. 

Für die Fläche (1) Al^ '\- Bri^ '\- C^^ =1 bilden wir also 

in dem speciellen Punkte x y z die Tangentialebene : 

(2) Alx + Briy + Clz = \', 

dann fragt es sich: schneidet sie die gegebene Fläche; oder: giebt 
es Werthe der Coordinaten (ausser den Coordinaten des Berührungs- 
punktes), die beiden Gleichungen (1) und (2) gemeinöchaftlich sind? 
Dass der Berührungspunkt wirklich beiden Flächen gemeinschaftlich 
ist, sieht man daran, dass seine Coordinaten sowohl die Gleichung 
der Fläche als die der Ebene erfüllen, denn sie machen beide zu. 

(3) Ax'^ -j- By'^ -}- Cz"^ = 1, welches ja die Bedingung ist, dass 

der Punkt auf der gegebenen Fläche liegt. Um andere Werthe von 
x,y,z aus den Gleichungen (1) (2) (3) zu finden, bilden wir uns 
folgende Combinationen dieser Gleichungen: (1) + (3) — 2. (2) und 
(2) — (3) und erhalten dadurch 
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(4) Ä(^—xy + B(ri—yf + C{$,^zy=0 

und 

(5) Ax{l-x) + By{ri-y) + Cz{l-z) = 0. 

Diese beiden letzten Gleichungen ersetzen vollständig die 
Gleichungen (1) und (2), d. h. man kann aus ihnen, natürlich mit 
Hilfe von (3), die beiden ersten Gleichungen wieder herleiten. Wir 
suchen also Werthe von 1 1^ 5? welche den beiden Gleichungen (4) 
und (5) zugleich genügen. In Bezug darauf sieht man auf der 
Stelle, dass solche Werthe (ausser den Coordinaten des Berührungs- 
punktes) gar nicht existiren können, sobald Ay B, Calle drei gleiches 
Zeichen haben, weil die Gleichung (4) dadurch unmöglich würde, d. h. 

Das Ellipsoid hat mit seiner Tangentialebene nur den 
Punkt l = Xj ri = t/, t = z gemein. 

Behufs der weitern Untersuchung setzen wir der Einfachheit 
halber für den Augenblick die beiden Quotienten 

|i:£ = Aundp^ = ^, 

mit welcher Bezeichnung sich die beiden Gleichungen (4) und (5) 
so schreiben lassen: 

(4*) ^A^ + ^^2^(7 = Ound(5*) Axk + Bt/fi + Cz = 0. 

Aus diesen beiden Gleichungen kann man A und [i finden. Es folgt 
B {Ax'- + By'^} M^ + 2BCyz^ + C {Ax^ + Cz'^} = 0, 

und eine ähnliche Gleichung für A. Es handelt sich nun blos um 
die reellen 'Werthe von A und ft. Die Realität der beiden Wurzeln 
für f( hängt ab von dem Zeichen folgenden Ausdrucks: 

{BCyzy — BC {Ax^ + Cz'^} {Ax^ + By^} 

oder 

— BCAx^ {Ax'^ + By^ + Cz'^) , 

also von dem Zeichen des Products — ABC. Ist nämlich dieses 

Product = 0, oder ist ABC = 0, so ergeben sich für ft zwei reelle, 

resp. gleiche oder imaginäre Wurzeln. 

Ist 1) ABC < 0, d. h. negativ, so muss, da nicht alle drei Coeffi- 
cienten Ay Bj C gleiches Zeichen haben können, einer der drei Coeffi- 
cienten negativ, die beiden andern positiv sein; d. h. die Fläche ist 
ein einflächiges Hyperboloid. Die beiden reellen Wurzeln des A seien 
A', A", die des ft seien ft', ft": dann hat man die beiden Proportionen: 

l — x: ri — y: g — z == A':^': 1; g — xir^ — yrg — z = A":^":l; 

die Werthe von A und ft folgen aus den beiden quadratischen Glei- 
chungen. Die beiden zuletzt gefundenen Proportionen drücken aber 
zwei gerade Linien aus; wir haben also den Satz: 
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Mit einem einflächigen Hyperboloid hat die Tangen- 
tialebene zwei Gerade gemein. 

Ist 2) ABC = 0, was nur dadurch möglich ist, dass wenigstens 
eine der drei Grössen j4yByC = isty so finden wir ebenso: Mit einem 
Cylinder hat die Tangentialebene ein System zweier sich 
deckenden Geraden gemein. 

Ist endlich 3) ABO oder positiv , so haben A und ft keine 
reellen Werthe, und wir finden: Mit dem Ellipsoide und mit dem 
zweiflächigen Hyperboloide hat die Tangentialebene nur 
den Berührungspunkt gemein. 

Zusatz. Mit einem elliptischen Paraboloid hat die Tangential- 
ebene ausser dem Berührungspunkt keinen Punkt gemein; dagegen 
findet bei dem hyperbolischen Paraboloid wiederum ein Schneiden statt. 

§ 38. 

Ehe wir nun zu der im vorigen Paragraphen angedeuteten Unter- 
suchung übergehen, erwähnen wir als 

Lemma: Ein Ausdruck zweiter Ordnung mit einer Variabein, 
a.u^y hat, wenn a nicht Null ist, immer dasselbe Zeichen, nämlich, 
das Zeichen von a, welchen realen Werth man auch dem u beilegen 
mag. Ein Ausdruck zweiter Ordnung mit zwei Variabein jedoch, 
au^ -}- 2buv -\- cv"^, hat nicht immer dasselbe Zeichen: es kann 
kommen, dass er entweder stets dasselbe Zeichen beibehält und dann 
muss er dasselbe Zeichen haben wie a (denn man kann v = setzen), 
oder es kann vorkommen , dass er bald positiv , bald negativ ist. Wir 
wollen untersuchen, in welchem Falle er das eine thut, in welchem 
das andre. Die erste specielle Bedingung sei wiederum, dass a 
wesentlich von Null verschieden ist. Dann können wir den vor- 
gelegten Ausdruck so schreiben 

— fa'^u'^ -\-2abuv -\- acvH oder — /(aw-f- ftt;)^ + (ac — ft^)t;^} • 

Zwei Fälle erledigen sich sehr leicht. Ist nämlich ac — &* > 0, so 
hat offenbar der Ausdruck beständig dasselbe Zeichen und zwar das 
Zeichen von a. Ebenso verhält es sich auch, wenn ac — ö^ = ist* 
Ist dagegen drittens ac — ö- < 0, so kann der Ausdruck bald positiv, 
bald negativ sein. Denn setzen wir in diesem Falle ac — b^ = — d'^ 
und schreiben au -{- bv ==i w, dann lässt sich der Ausdruck 

in Factoren zerlegen —lw-\-d,v\ Iw—d.v\, und man kann offen- 
bar dem w und v solche Werthe beilegen, dass das genannte Pro- 
duct positiv ist, und eben dass es negativ ist. Wollen wir es positiv 

JoACHiMSTHAL , Anwendung d. Differuntialittclxu., V 
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haben, so brauchen wir nur dem w und v positive Werthe beizu- 
legen und so dass «^ < -^5 oder wollen wir es negativ haben, so 
brauchen wir ebenfalls dem w und v nur positive Werthe beizulegen und 
so dass t; > ^ ist: ja wir können es sogar dahin bringen, dass der 

Ausdruck Null ist. Wenn also ac — V^ negativ ist, so behält unser 
Ausdruck das Zeichen nicht bei, wenn die Variabein u und v alle 
möglichen realen Werthe durchlaufen. — Ist dagegen « = 0, so 
kann ac — V^ nie >0 sein, und gleich Null nur dann, wenn auch 
& = ist, wodurch wir auf die Form cv^ kommen, welche zu aller- 
erst behandelt worden ist. Ist aber endlich h nicht = 0, so kann 
man den Ausdruck 2huv + cv^ oder v f2bu -}- cv\ positiv oder ne- 
gativ machen wie man will. 

Hierin liegt der Grund dafür, dass bei den Flächen die Tan- 
gentialebene eben so oft schneidet als nicht. 

§ 39. 

Nach diesen Erörterungen sind wir nun im Stande, das Kriteri- 
um allgemein anzugeben, ' wann die Tangentialebene ihre Fläche 
schneidet, wann nicht. Man denke sich einen Punkt der Fläche ojyr, 
und in ihm die Tangentialebene. Wir fällen die z Coordinate des 
Punktes, deren Fusspunkt somit die Coordinaten x, y haben wird. 
Ein Punkt der a:y Ebene in der Nähe dieses Fusspunktes möge die 
Coordinaten haben a; -f- Ä, y -j- ^. In diesem letzteren Punkte denke 
man sich eine Gerade normal eiTichtet, welche sowohl die Fläche als 
die Tangentialebene des ersten Punktes trifft. Es können nun zwei 
Fälle eintreten. Diese Gerade trifft zuerst die Fläche und dann die 
Tangentialebene — oder umgekehrt. Verfährt man so nicht bloss 
mit dem Punkt {x-\-hj y + ^), sondern mit allen Punkten der 
cry Ebene, welche im unmittelbaren Umkreise des Fusspunktes von 
z liegen, so werden sich folgende zwei Fälle unterscheiden lassen: 
entweder treffen alle jene Geraden zuerst die Fläche oder zuerst 
die Tangentialebene — oder einige treflfen zuerst die Fläche, die 
übrigen zuerst die Tangentialebene. Im ersten Falle liegt offenbar 
die Fläche ganz auf der einen Seite der Tangentialebene — im 
andern theils auf der einen, theils auf der andern Seite; oder: im 
ersten Falle schneidet die Tangentialebene die Fläche nicht, — im 
zweiten schneidet sie sie. 

Um dies analytisch festzusetzen, nehmen wir an, dass die Gerade 
aus dem Punkte {x -\- h, y -\- k) normal errichtet die Tangential- 
ebene in der Höhe Z^ , die Fläche aber in der Höhe Z trifft. Lässt 
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man nun die Grössen h und k sich ändern, wobei sie aber immer 
als sehr kleine vorausgesetzt werden, so erhält man die Punkte im 
Umkreise des Fusspunktes von z, und der oben als erster bezeich- 
nete Fall wird sich dadurch bestimmen, dass für alle diese Punkte 
Z kleiner ist als Z^, oder für alle Punkte Z grösser als Zj , dass 
mit einem Worte für alle diese Punkte die Differenz Z — Z, immer 
dasselbe Zeichen 'behält. Im zweiten Falle dagegen, wo die Fläche 
von der Tangentialebene geschnitten wird, so dass sie das eine Mal 
über, das andre Mal unter derselben ist, ist das Z^ der Tangential- 
ebene das eine Mal grösser, das andre Mal kleiner als das Z der 
Fläche, das heisst das Vorzeichen der Diflferenz Z — Z, ist nicht für 
alle jene Punkte in der a?y Ebene dasselbe. 

Hiernach nun reducirt sich unsre Untersuchung auf Folgendes : 
Bezeichnet xyz den Punkt, in welchem man die Tangentialebene 
construirt hat, so berechne man die z Coordinate der Tangentialebene 
sowohl als die der Fläche, welche demselben x -{- h, y '\- k ent- 
sprechen. Wenn dann die Differenz dieser beiden z Coordinaten für 
alle Werthe von h und k^ die wir immer als sehr klein anzunehmen 
haben, das Zeichen nicht wechselt, so findet kein Schneiden statt. 
Wenn ?iber die Diflferenz der z das Zeichen wechseln kann, so findet 
ein Schneiden statt. 

Untersuchen wir hiernach zuerst die Curven in der Ebene, so 
hat man die vorige Regel in folgende zu verwandeln. Man berechne 
die y Coordinaten für den Werth x -\- h sowohl bei der Curve als -bei 
der Tangente. Die Gleichung der Tangente ist bekanntlich, wenn 
x^y den Berührungspunkt und g, 7^ die laufenden Coordinaten be- 
deuten: ri — y ^= -~ (5 — x)^ Setzen wir g = a; + Ä, so bekommen 

wir Fj = 2/ -f- Ä. ~ Berechnet man ebenso das Y der Curve, d. h. 

den Werth von F{po) für x gleich a; + Ä, so erhält man nach dem 
Taylor'schen Lehrsatz: 

l'=y + Ä.g + iÄ'.S + iÄ^S + ininf. 

Nimmt man jetzt den Unterschied dieser beiden Ordinaten Y — Fj, 
so ist er oflfenbar eine Reihe, welche mit 4 t-^.ä^ anfängt, und. da h 

et X 

jeden beliebigen Grad der Kleinheit annehmen kann, so kann man 
es nach einem bekannten Satze so klein bestimmen, dass das Vor- 
zeichen dieses Gliedes das Vorzeichen der ganzen Reihe darstellt. 
Nach dem Lemma des vorigen Paragraphen wechselt - aber für alle 

realen Werthe von h das Glied 4 -r^.h} sein Zeichen nicht: d. h. bei 

den ebenen Curven liegt die Tangente immer auf der einen Seite dei: 
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Curve. — Ausgenommen ist hiervon nur der Fall, dass j-^ = ist, 

d. h. der Fall, dass ein Wendepunkt der Berührungspunkt wird. 

Alsdann wird er§t das Glied ^ j^ h^ bestimmend für das Vorzeichen, 

und dieses Glied wechselt sein Vorzeichen für verschiedene Werthe 
von h: bei diesen Punkten einer Curve also schneidet die Tangente 
die Curve. 

Eine ganz ähnliche Betrachtung machen wir nun für die Fläche. 
Die Gleichung der Tangentialebene im Punkte xyz lässt sich nach 
§ 35. so schreiben; g — z = p (g — ^) + Q (v — y)- Folglich wird 
die zCoordinate dieser Ebene für die Abscissen o: -[" ^; y + ^ f^^' 
gende : Z^ = z -\- p. h -\- q. /c. Das entsprechende z der Fläche, 
oder Z, findet man, wenn man in die Function f{x,y) einsetzt 
X -\- h statt X und y -\- k statt y. Man bekommt alsdann nach dem 
Taylor'schen Lehrsatze für zwei Variabein folgende Gleichung: 

Z = z + {p.h + q.k) + \{rh} + 2shk-{-ik'^) -f , 

wenn wir uns der bekannten Euler'schen Bezeichnungsart partieller 
Diflferentialquotienten einer Function zweier Veränderlichen bedienen. 
Bilden wir nun wieder die DiflFerenz Z — Z, , so erhalten wir dafür 
eine Reihe, welche beginnt mit ^{rfi^ + ^shk -j- tk'^), einem Gliede, 
welches wegen der beliebigen Kleinheit von h und k vorzeichenbe- 
stimmend wird für die ganze Reihe, deren nachfolgende Glieder in 
Beziehung auf h und k von der dritten und höheren Ordnungen sind. 
Nach dem Lemma des vorigen Paragraphen ändert nun dieses Glied 
sein Zeichen, sobald rt — s^ negativ ist; ist jedoch ri — s'^ positiv 
oder Null, so kann der Ausdruck nicht sein Vorzeichen ändern. Ist 
jedoch rt — s^ deshalb Null, weil r, ,?, i einzeln gleich Null sind, 
dann gehört der Fall unter die erste Kategorie: da alsdann das 
Glied, welches die zweiten Dimensionen von h und k enthält, gänz- 
lich verschwindet, so nimmt das folgende von der dritten Dimension 
dessen Platz ein, und dieses ändert allerdings sein Vorzeichen für 
verschiedene Werthe von h und k. Diesen Ausnahmefall abgerech- 
net, ergiebt sich also als Resultat unsrer Untersuchung: . 

Die Fläche z = f{x,y) wird von der Tangentialebene 
berührt oder* geschnitten, je nachdem ö~i*^~V^ — ^) 

grösser als Null ist oder kleiner. Der Grenzfall, dass 
diese Differenz gleich Null ist, gehört zum ersten. 

Anmerkung. Diese Untersuchung bietet viel Analoges mit 
der über Maxima und Minima, und in der That giebt es eine Wen- 
dung, um jene auf diese zurückzuführen. Wenn man von einer 
Function einer Variabein das Maximum oder Minimum sucht, so 
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löst man die Gleichung F' {x) = und hat diese Gleichung Wurzeln, 
so finden im Allgemeinen Maxima oder Minima statt: nur der Fall 
ist ausgenommen, dass für einen Wurzelwerth gleichzeitig F" {x) 
verschwindet. Allein bei einer Function zweier Variabein ist die 
Sache ganz anders. Hier hat man zunächst die beiden Gleichungen 
f(x^ = {} und f[i/) = aufzulösen: wenn man aber auch eine 
Lösung dieses Systemes hat, so ist noch nicht die nothwendige Folge 
davon, dass ihr ein Maximum oder Minimum entspricht: vielmehr 
ist der Fall, dass kein Maximum oder Minimum für diese Werthe 
eintriflft, ebenso häufig wie der als regelmässig angesehene Fall, dass 
eins stattfindet. — Dass die Theorie der Tangenten ganz mit dieser 
Untersuchung zusammenfällt, sieht man daraus, dass man die Auf- 
gabe: in einem Punkte einer Curve eine Tangente zu ziehen, auch 
so stellen kann: durch diesen Punkt eine Abscissenaxe zu legen, 
so dass die Ordinate des Punktes ein Minimum wird. Jede andere 
Linie durch diesen Punkt gelegt macht zwar auch die Ordinate des ' 
Punktes gleich Null, da aber die Ordinaten auf der einen Seite des 
Punktes alsdann das entgegengesetzte Zeichen von denen auf der 
andern Seite haben, so ist die Ordinate des gegebenen Punktes eben 
kein Minimum. Hat man eine Fläch«, die ganz und gar concav ist, 
wie z. B. die Kugel, so lässt sich die Aufgabe, eine Tangentialebene 
in einem Punkte dieser Fläche zu legen, ganz ähnlich aussprechen, 
nämlich so: eine Ebene {der xy) dort so zu legen, dass dieser Punkt 
das kleinste z hat. Bei andern Flächen ist dies aber unmöglich, näm- 
lich bei denen, wo die Tangentialebene die Fläche schneidet. Die 
Theorie der Tangentialebenen fällt also nicht mit der der Maxima 
imd Minima zusammen. 



§40. 

Unser Kriterium dafür, ob die Tangentialebene ihre Fläche 
schneidet oder nicht, gilt für die Form der Gleichung der Fläche 
z = /"(x, y). Ist jedoch die Gleichung in der Form F (xyy, z) = 
gegeben, so ändert sich das Kriterium natürlich der Form nach. 
Um dies neue Kriterium aufzustellen, setzen wir folgende Bezeichnun- 
gen für die Diflferentialquotienten der Function F fest: 

dF ^dF ^ dF D A A' •* ^^^" T d^F j,, d^F ,, 

^^- = />— -=£) _- = ^ und die zweiten -^-5 = L \<-^ = M -5-^ = N 
ox cy dz dx^ dy^ dz^ 

dy. dz dz.dx dx. dy 

Dann haben wir nur die Differentialquotienten p q r s i m diesen 
neuen Bezeichnungen auszudrücken und die Differenz rl — s^ zu bilden. 
Diflferentiiren wir zunächst die Gleichung F{x, y, z) =^0 partiell 
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nach Xy so zwar, dass wir z als Function von Xy und y als constant 
ansehen, so erhalten wir: P ■\- R,p = oder p = — ^, und ebenso 
finden wir, wenn /wir y als unabhängige Variable, z als seine Function 
und X als constant ansehen: q = — ^• 

Diflferentiiren wir diese beiden Gleichungen nochmals in derselben 
Weise wie vorhin F=0. so finden wir 7;-, d i. 



j^(I,B-MiF^^_j,QIB^Nl\ 



, _ B{L +M\p )- P{M-\-N .p) ^ ^ V B ) A ß ^ 
^~ B^ ~ B^ 

oder 

— r R^ = LR^-2 M' PR + NP\ 
Ebenso t^^, d. i. (, Man erhält dafür 

— (R^ = MR:^—2L'QR + NOK 

Endlich findet man ^ = Jf^ = s. Dafür hat man ähnlich 

öy ex 

— sR^ = N'R'^—iM'Q + L'P) R + NPQ, 

Bildet man nun rt — 5', so findet man dafür 

ni{rt-s'^) = P'^(MN—r^) + O'^iNL - M"') + R'^iL M—N"^) 

+ 20R{M' N' - LU) + 2RP{N' L' ^ M M') + 2 PQ{L\M' ^ N N'). 

Die Tangentialebene berührt also, wenn die rechte 
Seite dieser Gleichung ^0 ist; ist sie < 0, so schneidet 
die Tangentialebene die Fläche. 

Man kann die rechte Seite dieser Gleichung noch etwas be- 
quemer fürs Gedächtnis schreiben. Es ist 

L iV' M' 

N' M V = ^ = LMN—LL'^—MAn-NN'^ -\-2rM' !^', 

M' L' N 

also wird 

RK{rt—s'^) 

_- p2 ^^ I ^2 ^^ 4_ ^2 ^^ I OR ^-^ 4- RP ^-^ A- PO ^^ . 



4. Osculation der Flächen. 



§ 41. 



Von der Berührung der Flächen durch eine Ebene wenden wir 
uns jetzt zu der der Flächen unter einander, d. h. zu der Theorie 
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der Osculation der Flächen. Recapituliren wir zunächst das, 
was über die Osculation der Curven gesagt ist. 

Man sagt; zwei Curven t/ = f{x) und y = (p{x)j welche einen 
Punkt gemeinschaftlich haben, haben in ihm eine Berührung 
^iet Ordnung, wenn für diesen Punkt nicht nur die Coordinaten 
dieselben sind, sondern auch die n ersten DifFcrentialquotienten 

dy d^y d^y 

dx' dx^^ ' dx^ 

Der erste Gedanke, der sich bei dieser Definition darbietet, ist 
die Frage , ob ein solcher Zusammenhang zweier Curven nicht etwas 
blos Aeusserliches ist, ob die Gleichheit dieser Differentialquotienten 
nicht blos von einer zufälligen Lage der Coordinatenaxen abhängt? 
Dies ist aber nicht der Fall; sondern: Wenn diese Ueberein- 
stimmung der Differentialquotienten für zwei Curven in 
einem Coordinatensysteme stattfindet, so findet sie in 
jedem andern Systeme auch statt. Wir schliessen dabei blos 
die Lage der Coordinatenaxen aus, dass die Tangente der Curve in 
dem betrachteten Punkte die Ordinaten- oder |/-Axe sei, a;-Axe 
dagegen kann sie sein. Es lässt sich nämlich beweisen, dass wenn 
der ausgeschlossene Fall nicht ausgeschlossen wird, man alle Diffe- 
rentialquotienten vom ersten bis zum w^*^" gleich cx) erhält. Alsdann 
ist also von einer Vergleichung nicht mehr die Rede. Für recht- 
winklige Coordinaten übersieht man die Richtigkeit hiervon sofort: 

denn in einem solchen System bedeutet -p die trigonometrische Tan- 
gente des Winkels, welchen die Tangente, hier also die y-Axe, mit 
der a;-Axe bildet. Dieser ist aber ein rechter; es wäre also bei 

dieser Annahme :t^ = oo und demnach nach einem bekannten Satze 

ax 

auch alle übrigen Differentialquotienten unendlich gross. Ist also 
diese einzige Lage der Coordinatenaxen ausgeschlossen, so gilt unser 
Satz für alle übrigen, was wir jetzt beweisen wollen. 

Gegeben sei , dass für die beiden Curven y = f {x) und y = ^ {x) 
im System x^ y für einen bestimmten Punkt, dessen Abscisse a ist, 
folgende Gleichungen bestehen 

/•(«) = (3p(a), r{a) = ip\ä), r{ä) = tp'\ä), ,/(«)(^) = (p(«)(fl). 

Wir führen jetzt andere Coordinaten ein vermittelst der Gleichungen 

y^XY+yiX + v, x = k' V + fi'Ä + v] 

dadurch wird die Gleichung der ersten Curve 

A r -f /x^ + 1/ = /(A'r + fi'M -f v) 

oder wie wir der Kürze wegen schreiben wollen kV -j- ^X -j- v=^f{x\ 
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Differentiiren wir diese Gleichung nach x ein-, zwei-, drei-, u. s. w. 
mal, so wird: 






+/*'(^)^' JXä; 1^- S.W. 

Aus diesen Gleichungen kann man successive die Diflferential- 
quotienten für die erste Curve finden. Ebenso leitet man die für die 
andere Curve ab, welche man auch aus diesen erhalten kann, indem 
man blos /* in 9 verändert. Man hat nun daraus die Werthe dieser 
Differentialquotienten für den gemeinschaftlichen Punkt, dessen Coor- 
dinaten a und f{o) = ^{o) sind, zu bilden. Für diesen Punkt ist 
aber f'{a) = q){a)j f"{a) = tp"{a), f'"{a) = €p"(a) u. s. w., und 
da die oben gefundenen Differentialquotienten von Y nach X sich 
nur durch diese Differentialquotienten von f(u) und tp{u) unter- 
scheiden, so sind sie mit ihnen zusammen einander gleich. Es geht 
also hieraus hervor, dass zwar für die andern Punkte die beiden 
Curven verschiedene Differentialquotienten haben (denn für diese ist 
weder /(w)=*9(w), noch die Differentialquotienten dieser beiden 
Functionen einander gleich); dass aber für den Punkt, wo die Dif- 
ferentialquotientdn ursprünglich, d. h. in dem gegebenen Systeme 
gleich sind, sie auch noch nach jeder beliebigen Transformation der 
Coordinaten einander gleich sind (die einzige oben erwähnte Lage 
der yAxe ausgenommen): die Gleichheit der Differentialquotienten 
für einen zwei Curven gemeinschaftlichen Punkt hängt also nicht 
ab von der Wahl der Coordinaten. 

Ganz dieselbe Betrachtung kann man für die Flächen machen, 
und ebenso den Satz beweisen: 

Wenn für zwei Flächen, deren Gleichungen sind 
z = f(Xfy)y z==^(p{x,y)y die partiellen Differentialquotien- 
ten. bis zu einer bestimmten Ordnung gleich sind, so ist 
diese. Gleichheit unabhängig von der Wahl der Coordi- 
naten. 

Anmerkung. Die Richtigkeit des so eben bewiesenen Satzes 
lässt sich für die Curven ungemein einfach übersehen. Wenn näm- 
lich zwei Curven zwei Punkte gemeinschaftlich haben, die einander 
unendlich nahe liegen, so wird der Differentialquotient in beiden der- 
selbe sein; sind drei unendlich nahe Punkte beiden Curven gemein- 
schaftlich, so werden die beiden ersten Differentialquotienten beider 
Curven für diesen Punkt einander gleich sein u. s. f. Das Ueber- 
einstimmen von n Differentialquotienten kommt also darauf hinaus. 
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dass (w + 1) auf einander folgende Punkte beiden Curven gemein- 
schaftlich sind: diese Eigenschaft aber hängt nicht ab von der Wahl 
der Coordinaten. — Für die Flächen würde diese Betrachtung schwie- 
riger sein. 

Erklärung. Wenn für einen Punkt zweier Flächen nicht blos 
die Coordinaten, sondern alle DifFerentialquotienten vom ersten bis 
zum w*^'" bezüglich gleich sind, so haben die beiden Flächen eine 
Berührung der w^®" Ordnung. 

Folgerung. Wenn von drei Flächen A^ B^ C, die einen Punkt 
gemeinschaftlich haben, B mit A in diesem Punkte eine Berührung 
der n^«"», und C mit A eine Berührung der w'*^" Ordnung hat, wo 
Yi <^n ist, so liegt B näher an A, Denn entwickelt man die zCoor- 
dinate der nahe gelegenen Punkte für die Flächen A^ B, C, und 
nimmt die Differenzen dieser Ausdrücke, einmal des für die Fläche 
A von dem für die Fläche By und dann von dem für die Fläche Cy 
so wird die erste Differenz kleiner sein als die zweite, weil bei der 
ersten mehr Glieder zu Anfang wegfallen. 



§ 42. 

Nach dieser Erklärung kann man die Gleichung der Tan- 
gentialebene herleiten. Definirt man nämlich die Tangentialebene 
als diejenige Ebene, die mit der gegebenen Fläche z = {{x^y) eine 
Berührung der ersten Ordnung gemein hat, so bedeutet dies: in der 
Gleichung der Ebene g — z = a (5 — x) + h (rj — y), welche durch den 
gegebenen Punkt der Fläche x, y^ z geht, sollen die Constanten a 
und b so bestimmt werden, dass für diesen Punkt die jpartiellen 
ersten Differentialquötienten der Gleichung der Ebene bezüglich gleich 
werden den partiellen ersten Differentialquotienten der Gleichung der 

Fläche. Es muss also -^ = «, -^r^ = b für den Punkt x,y, z oder 

«=x- = p, ^ = ^ = Q. sein; die Gleichung der Tangentialebene 

ist also l—z =p {l—x) + q {rj — y). 

In der Ebene fährt man nun so fort und sucht den Kreis, bei 
dem für einen ihm und der vorgelegten Curve gemeinschaftlichen 
Punkt der erste und der zweite Differentialquotient bezüglich gleich 
sind den beiden ersten Differentialquotienten der Fläche für diesen 
Punkt; und diese Aufgabe kann man sich stellen, weil 'die drei Con- 
stanten, welche in der Gleichung des Kreises vorkommen, sich immer 
so bestimmen lassen, dass erstens der Kreis durch einen bestimmten 

Punkt geht, dass zweitens der erste Differentialquotient ^ einen be- 
stimmten Werth hat und dass drittens auch der zweite Differential- 
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quotient ^ z einen bestimmten Werth hat. Für den Raum spielt nun 

die Kugel keine solche Rolle. Ihre Gleichung enthält vier Con- 
stanten. Diese kann man zwar so bestimmen, dass erstens der 
Gleichung der Kugel ein gewisser Punkt genügt, dann, dass die 
beiden ersten Diflferentialquotienten auch gegebene Werthe haben: 
wollte man aber nun auch noch die zweiten Diflferentialquotienten 
der vorgelegten Fläche und der Kugel gleich machen, so würden zu 
den ersten drei Bedingungen noch drei hinzukommen^ man erhielte 
also zur Bestimmung der vier Constanten in der Gleichung der Kugel 
6 Gleichungen: im Allgemeinen ist es folglich unmöglich, durch 
einen Punkt einer Fläche eine Kugel zu legen, w-elche in diesem 
Punkt eine Berührung zweiter Ordnung hat. 

Andrerseits ist hierzu auch die allgemeine Gleichung der Flächen 
zweiter Ordnung untauglich, denn diese enthält 9 Constanten. Es 
giebt folglich unzählig viele Flächen zweiten Grades, die an einem 
bestimmten Punkte eine Berührung zweiter Ordnung haben. Von 
diesen werden wir natürlich die wählen, deren Gleichung die mög- 
lichst einfachste ist. 

§ 43. 

Lehrsatz. Wenn zwei Flächen in einem Punkte a eine 
Osculation der w^*"' Ordnung haben und man durch den 
Punkt eine Ebene legt, so haben die beiden Curven, 
welche sie aus den beiden Flächen ausschneidet, wenig- 
stens eine Osculation der n^^^ Ordnung. 

Beweis. Wir wählen den Punkt a zum Anfangspunkt und 
legen sonst die Coordinatenaxen beliebig, nur so, dass die ^r-Axe 
keine Tangente sei. Wir schneiden alsdann die Flächen durch eine 
Ebene, die durch die x- und die z-Axe hindurchgeht, also selbst 
ganz beliebig ist wegen der beliebigen Lage dieser beiden Axen; 
wir haben also in den Gleichungen beider Flächen y == zu setzen. 
Nach der Voraussetzung bestehen für beide Flächen die Bedingungen, 
dass für den Anfangspunkt die partiellen Diflferentialquotieüten von 
der ersten bis zur n^^" Ordnung bei beiden Flächen gleich sind. 
Sind nun die Gleichungen der Flächen z = f{x^y) und z = g) (x, y), 
so sind also: 

/"(x) = g)'{x), f'{y) = (p'(t/)] r{x) = (p"{x), rix, y) = (p\x, y), 

Um zu den zu untersuchenden beiden Curven überzugehen, haben 

wir hierin y = setzen, wodurch die Diflferentiationen nach y weg- 

faJlen: es be^itehen folglich für die beiden Curven folgende n Glei- 
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chungen : f {£) = 9' {x) , f {pc) = 9" (x) ; u. s. w. bis /(»> {x) = 9?(**> (x), 
in welchen man schliesslich x und 2: =i= zu setzen hat; d. h. die 
beiden Curven haben im Anfangs- oder gegebnen Punkte eine Os- 
culation der n^^'^ Ordnung. 



§44. 

In allen Fragen nun , wo man voraussieht , dass von einer Fläche 
nur die Differential quotientcn bis zur w^^" Ordnung in Beziehung auf 
einen Punkt derselben gebraucht werden, kann man, wie aus dem 
Vorhergehenden klar ist, statt der gegebenen Fläche irgend eine be- 
liebige andere setzen , vorausgesetzt, dass diese zweite mit der ersten 
eine Osculation n^^'^ Ordnung hat. Ueberall z. B., wo es blos auf 
die Richtung der Tangente ankommt, kann man statt einer vorge- 
legten Fläche die Tangentialebene setzen. Nach dieser Vorerinnerung 
gehen wir über zu der Untersuchung der Krümmungen, 
welche die verschiedenen Schnitte einer Fläche haben. 
Wenn man durch einen gegebenen Punkt a einer Fläche alle mög- 
lichen Schnitte legt, so ist die Frage: Auf welche Weise kann 
man die Krümmungsradien aller dieser Schnitte aufs einfachste be- 
rechnen? Die Anzahl dieser Schnitte ist doppelt unendlich gross. 
Denn denkt man sich eine Tangente ab, die durch den Punkt a 
geht, so kann man durch sie unzählig viele Schnitte legen, welche 
im Punkte a sich sämmtlich berühren werden. Nun giebt es aber 
wiederum unendlich viele Tangenten ab] also hat man unendlich mal 
unendlich viele Schnitte. (Unter den Schnitten, welche durch die- 
selbe Tangente ab gelegt sind, zeichnet sich einer aus, nämlich der, 
welcher normal steht auf der Tangentialebene oder durch die. Nor- 
male gelegt ist: ihn nennt man Normalschnitt.) 

Unsre Untersuchung zerlegt sich hiernach in zwei Theile: 

Denkt man sich erstens durch eine Tangente ab eine Ebene ge- 
legt, und dreht sie successive, wodurch man immer andre Schnitt- 
flächen bekommt: wie ändert sich die Krümmung von Schnitt zu 
Schnitt? Denkt man sich zweitens durch die Normale eine Ebene 
gelegt, und diese Ebene herumgedreht: wie -ändert sich hier der 
Krümmungsradius von Schnitt zu Schnitt? Die erste dieser beiden 
Fragen rührt her von (dem frz. Ingen. -Offiz.) Meusnier, die zweite 
von Euler. 

Beide lassen sich mit wenigen Strichen Rechnung absolviren. 
Man denke sich zu dem Zwecke den Punkt a der Fläche, um den 
es sich handelt, als Anfangspunkt der Coordinaten, die Normale als 
z Axe und demnach die Tangentialebene als Ebene d^^ x>i, \^xä^ 



— 60 — 

diese Wahl der Coordinaten geht die Gleichung der Tangentialebene 
g — z = p(^ — x) + q(y — rf) über in g = als Coordinatenebene der 
xy, nnd da der Berührungspunkt Anfangspunkt also x = 0, t/ = 0, 
z = ist; so ist dies nur möglieh, wenn p == und ^ = ist. 
Nicht ebenso lassen sich die Werthe der zweiten Diflferentialquotien- 
ten Ty s, t bestimmen; sie sind jedoch constant und wir wollen sie 
resp. mit a, ß, y bezeichnen. Wir machen nun für unsre Unter- 
suchung von der zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellten Be- 
merkung Gebrauch und substituiren statt der vorliegenden Fläche 
folgende Fläche zweiten Grades: z = ^ {ax^ + ^^ßxy -\- yy"^), welche 
im Allgemeinen eins der beiden Paraboloide ist , und , offenbar durch 
den Anfangspunkt gehend , mit der gegebenen Fläche eine Osculation 
zweiter Ordnung hat. Dies letztere ersieht man daraus, dass die 
ersten Differentialquotienten dieser Fläche 

dz i o dz o i 

^^^ao^ + ßy ^y^ßx + yy 

für den gegebenen Punkt (a: = 0, y = 0, z = 0) beide Null, die 

zweite dagegen g^2 = «; ^J^ = ^' Ip "" ^ werden: wie bei der 

vorgelegten Fläche. Da nun in der Formel für den Krümmungs- 
radius einer ebenen Curve nur die Differentialquotienten der beiden 
ersten Ordnungen vorkommen, so können wir diese Fläche zweiten 
Grades statt der vorgelegten setzen. 



§45. 

Der Meusnier'sche Satz. Legt man durch eine Tan- 
gente einer Fläche zwei Ebenen, von denen die eine nor- 
mal zur Tangentialebene steht, die andre mit ihr den 
Winkel <p bildet, so sind ihre beiden Krümmungsradien q 
und Q^ durch die Gleichung verbunden q^ = q sin q). 

Denn mit der zu Ende des vorigen Paragraphen festgesetzten 
Lage der Coordinaten, siehe Fig. 14, kann man jeden Normalschnitt 
in dem gegebenen Punkte sich erzeugt denken durch eine specielle 
Lage der xz Ebene, indem über die Richtung der Axe der x nichts 
angegeben worden ist. Betrachtet man nun einen solchen Schnitt, 
so erhält man seine Gleichung , wenn man die Gleichung der xz Ebene 
oder y = mit der der vorgelegten Fläche oder, was dasselbe ist, 
mit der sie im vorliegenden Punkte oscülirenden Fläche 

z = i{ax^ + 2ßxy^yy^) 

verbindet; man findet also z =^ccx^. Der Ausdruck für den Krüm- 
man^sraäius wird also 
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Q = 



y + idx) ) (1 + «2^2)1 



d^z 



a 



bx' 
oder für x = 0, d. h. in dem vorliegenden Punkte ^ = — Legen 

CK 

wir einen beliebigen zweiten Schnitt durch diea;Axe, der nicht nor- 
mal ist zur Tangentialebene, sondern mit ihr den Winkel ip bilde, 
so verlegen wir zunächst das Coordinatensystem in der Ebene der t/z: 

2: = Zj sin 9 — y, cos q> y = z^ cos (p -\- y^ sin tp. 

Dies setzen wir in die Gleichung des zu Hilfe genommenen Para- 
boloids ein, setzen aber gleich j^j = 0, weil wir den Schnitt betrachten 
wollen, der durch die Ebene der xz^ hervorgebracht wird: 

z^ sin ^ = ^ (aa:^ -{- 2ßxz^ cos q) + yz{^ cos^ (p). 
Hieraus folgt 

^8in(p = ax + ßz^ cos^? + (ßx cosq) + yz^ cos^^)^ 

und 

?^ Zy » , /, ^z^ , fQ , "dz* 9 X dZt 

3^ sm g) = a + ^ cos 9? g^i + (/J cos 9 + y g^ cos« y ) ^ 



+ (/Ja; cos 9 + yzj cos'' 9) ^'^ • 

Um die Ausdrücke für -^ , y-| für den Anfangspunkt der Coor- 
dinaten zu haben, setzen wir jetzt o; = und z^ = 0. Dadurch 

^Z ?i^Z a 

wird ^ = 0, ^~- = -. Somit wird der Krümmungsradius dieses 

Schnittes q^ == — -' Also wird schliesslich q^ = q. sin (p. 

Bei der Kugel z. B. kennt man ohne Weiteres den Krümmungs- 
riadius jedes Normalschnittes: er ist so gross wie der Kugelradius r. 
Legt man durch denselben Punkt a der Kugel und dieselbe Tangente 
ah, durch welche der Normalschnitt gelegt ist, eine Ebene, welche 
mit der Tangentialebene den Winkel (p bildet, so übersieht man aus 
der bekannten Eigenschaft der Kugel, dass nämlich die Normale 
vom Mittelpunkt der Kugel auf diesen zweiten Schnitt gefällt, dessen 
Mittelpunkt triflft und mit dem Radius des Normalschnittes den Win- 
kel qx bildet, — so übersieht man, dass q^ = q sin 9? ist, in dem 
rechtwinkligen Dreiecke, dessen Hypotenuse q und dessen beide 
Katheten jene Normale und q^ sind. 

Denken wir uns also in einer beliebigen Fläche alle möglichen 
Schnitte durch eine Tangente eines Punktes gelegt, und die Krüm- 
mungskreise aller dieser Schnitte construirt, so werden sie aUa ^^C 
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einer Kugel liegen; welche den Krümmungskreis des Normalschnittes 
zum Meridian hat. Also : Legt man durch eine Tangente einer Fläche 
alle möglichen Schnitte, so bestimmen die Krümmungskreise derselben 
eine Kugel, deren Radius der Krümmungsradius des Normalschnittes ist. 
Anmerkung. Bisweilen kennt man einen schiefen Schnitt und 
kann somit den normalen daraus bestimmen. Legt man nämlich durch 
einen Punkt im Mantel eines schiefen Kegels eine Ebene parallel 
der Grundfläche, so ist diese ein Kreis, dessen Radius man leicht 
finden kann. Legt man alsdann den Normalschnitt in demselben 
Punkte, so kann man dessen Krümmung aus der - des schiefen 
Schnittes berechnen. 

§46. 

Der Euler'sche Satz. Legt man in einem Punkte einer 
Fläche sämmtliche Normalebenen, und bezeichnet man 
den grössten Krümmungsradius unter den Radien dieser 
Schnitte mit r,, den kleinsten mit rj, so ist der Krüm- 
mungsradius eines dritten Schnittes, dessen Tangente 
mit der xAne den Winkel 9? bildet, mit diesen beiden 

ersten durch die Gleichung verbunden: — = ^ -l. - — ?. 

Behalten wir die vorige Lage des Coordinatensystems bei, drehen 
aber die rpy Ebene so, dass in dem Ausdruck 

z = i {ax^ + 2ßxy + yy'^) 

das doppelte Product verchwindet, also die Grösse ß = sei (was 
wir immer können), so haben wir jetzt die Normalschnitte des folgen- 
den Paraboloids zu untersuchen: z = ^ (aa:^ -(- yy^). Der Schnitt, 
der durch die Ebene der zy gebildet wird, habe den Krümmungs- 
radius r, , der ^a: Schnitt den Radius r^^: dann ist nach dem vorigen 

Paragraphen r^ = — , Tj = — Ein dritter Schnitt, welcher auch durch 

die z Axe geht, sei so gelegt, dass die Tangente, welche er aus der 
Tangentialebene des vorliegenden Punktes ausschneidet, mit der 
rcAxe den Winkel cp bildet. Dann machen wir, um seinen Krüm- 
mungsradius r zu finden, folgende Coordinatentransformation 

X =^ X cos ^> — y'|Sin 9? y = a;' sin 9 -|- j/' cos 9 ; 

diese Werthe setzen wir in die Gleichung des Paraboloids ein, und 
leiten alsdann daraus den Schnitt der xz Ebene her, indem wir 
j^' = setzen. Wir erhalten dafür z = ^a:'^ (a cos^ 9> + y sin^ 9?). 
Demnach wird der Krümmungsradius dieses Schnitts im Punkte 

(a:' = 0, 2: = 0) r = =~i :— i— , und setzt man hierin für « 

* ' ^ a cos *9 + y ßin *9 
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und y ihre Werthe, so erhält man 



1 cos' qp , sin2 qp 

'T' - — 



r r. 



Es ist nun noch nachzuweisen, dass unter allen r das r^ den 
grössten, r.^ den kleinsten Werth hat. Zu dem Zwecke schreiben 
wir die Gleichung etwas anders, indem wir statt der Krümmungs- 
radien ihre umgekehrten Werthe , die Krümmungen einführen : 

- = ^, — = A-2, — = /:,. Es wirdalsoÄ:=Ä:2COs^9+^i sin^9?. Diese 

Formel gilt ganz allgemein, a und y oder k.^ und k^ mögen Zeichen 
halben wie sie wollen. In der folgenden Untersuchung wollen wir 
annehmen , dass zunächst a und y dasselbe Zeichen haben , oder wie 
wir sogar annehmen können, dass beide positiv seien (denn wären 
beide negativ, so hätten wir nur die Lage der negativen ^rAxe als 
positiv anzusehen). Von den beiden Krümmungen k^ und k^^ welche 
somit beide positiv sind, wird also eine grösser sein; es sei die 
DiflFerenz k^ — k^ positiv. Dann können wir die Gleichung 

k = k^ cos^ 9 + ^1 sin^ (p 

folgendermassen schreiben: k = k^ — {k^ — A'i) sin^ 9. Dieser Aus- 
druck wird den grössten Werth erreichen, wenn fp = ist, d. h. 
wenn die zo; Ebene die schneidende ist: alsdann ist k = k^. Also 
ist /Tj die grösste Krümmung, d.h. rj der kleinste Krümmungsradius. 
Schreibt man die Gleichung so: A: = Ar^ -[" (^j — A"|)cos'^ (p, so erreicht 
er oflfenbar den kleinsten Werth für 9? = 90^, d. h. für die yz Ebene; 
es ist alsdann /: = Aj. k^ ist also die kleinste Krümmung, r^ der 
grösste Krümmungsradius. — Spricht man nicht blos von positiven 
Krümmungsradien, sondern legt ihnen ein Zeichen bei, welches man 
darauf bezieht, ob sie nach der einen oder andern Seite von der 
Curve aus liegen, so gilt unser Satz auch noch, wenn a und y ver- 
schiedene Zeichen haben: der Euler'sche Satz ist also bewiesen. 

Die Ebenen, welche den grössten Krümmungsradius 
Tj und den kleinsten rj enthalten, stehen auf einander 
normal: denn sie sind bei unsrer Lage der Coordinaten die yz- 
und die xz- Ebene. Für den Fall, dass cc und y verschiedene Zeichen 
haben, dass also (§ 39.) dib Tangentialebene die Fläche nothwen- 
digerweise schneidet, wird der Ausdruck a cos^fp -j- y sin^ q) für zwei 

Werthe von g) Null : tg 9? = l/ — - 5 es giebt also bei allen solchen 

Flächen zwei Schnitte, die symmetrisch zu beiden Seiten der xAxe 
liegen, deren Krümmung Null, d. h. deren Krümmungsradius unend- 
lich ist, oder: Auf den Flächen, die durch ihre Tangentialebene ge- 
schnitten werden, haben in allen Punkten, wo dies Schneiden statt- 
findet; die beiden Haupti^ormalschnitte dort einen Wendepunkt \ beinx 



- 64 - 

einfächrigen Hyperboloid ist dieser Wendepunkt der Scheitel eines 
Systems zweier geraden Linien, die ganz auf der Fläche liegen, und 
welche hier eben die beiden Hauptnormalschnitte sind. 

Anmerkung 1. Man kann das Resultat des Euler sehen Satzes 
graphisch leicht fixiren, siehe Fig. 15. Denken wir uns zunächst, 
dass a und ß gleiches Zeichen haben« - Alsdann stellen wir uns eine 
Ellipse vor, deren eine Halbaxe gleich sei dem Zahlenwerthe von 

^^, die andere Halbaxe gleich dem Zahlenwerthe von j/r^. Wir 
nehmen ferner irgend einen Halbmesser d, welcher mit der zweiten 
oder kleinen Halbaxe den Winkel <p macht: dann sind die Coordi- 
naten seines Endpunktes, wenn man sie auf die beiden Halbaxen 
als Coordinatenaxen bezieht, d cos <p und d sin (p. Da sie der Glei- 
chung der Ellipse gentigen müssen, so hat man 

es ist also, wenn wir diese Gleichung mit der Euler'schen Formel 
zusammenhalten, r gleich dem Zahlenwerth von d\ Wir können 
diesen Satz so aussprechen: 

Beschreibt man auf der Tangentialebene einer Fläche eine Ellipse, 
die zum Mittelpunkt den Berührungspunkt hat, deren Hauptaxen 
nach denjenigen Tangenten gerichtet sind, welche die beiden Schnitte 
mit der grössten und kleinsten Krümmung bedingen, und deren 
Grösse gleich ist resp. den Quadratwurzeln aus diesen beiden Krüm- 
mungsradien: so ist der Krümmungsradius irgend eines Normal- 
schnitts in jenem Punkte der Fläche, der die Ellipse natürlich in 
einem Durchmesser schneiden wird, gleich dem Quadrat der Hälfte 
dieses Durchmessers. Oder: Legt man durch die Normale einer 
Fläche ein Ebenenbüschel, welches die Fläche in unzäh- 
lig vielen Curven schneiden wird, die Tangentialebene 
in ebensovielen Tangenten, und trägt man auf jede Tan- 
gente vom gemeinschaftlichen Mittelpunkte aus die Quad- 
ratwurzel aus dem Krümmungsradius der gleichzeitig mit 
ihr ausgeschnittenen Curve auf, so liegen die Endpunkte 
dieser Längen in einer Ellipse. 

Haben a und y entgegengesetztes Zeichen, so erhält man analoge 
Sätze, nur statt der ,Ellipse ein System von Haupt- und Neben- 
hyperbel: ^=1 ^=s — 1. 

Anmerkung 2. D|es ist Alles, was über die Krümmung der 

Schnitte an Sätzen mitzutheilen ist. Man sieht aus ihnen, dass man, 

um die Krümmung irgend eines ebenen Schnittes einer Fläche zu 

finden, nur die Kenntnis zweier ganz bestimmten Normalschnitte be- 

darf^ welche man die Hauptschnitte nennt, aus welchen man zu- 
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nächst mittelst des Euler'schen Satzes die Krümmung jedes andern 
Normalschnittes und alsdann mittelst des Meusnier'schen die des vor- 
gelegten schiefen Schnittes zu berechnen hat. 

Man würde aber dazu^ wollte man anders die bisherigen Formeln 
unmittelbar anwenden ; erst Coordinatentransformationen zu machen 
haben. Ist z.. B. die Krümmung eines seiner Richtung nach ge- 
gebenen schiefen Schnittes eines EUipsoids zu berechnen^ so hätte 
man zunächst die Gleichung des EUipsoids so zu transformiren , dass 
der gegebene Punkt Anfangspunkt wird; zweitens das Coordinaten- 
system so umzuändern ^ dass die Normale in diesem Punkte zAxe 
wird und die Tangentialebene Ebene der xy. Dann hat man end- 
lich diese o;^ Ebene so zu drehen^ dass für den Anfangspunkt 

-— — = wird. — Soll man diese Rechnungen in jedem einzelnen 

Falle immer von Neuem machen^ so werden sie sehr weitläufig. Wir 
wollen daher, nachdem wir die beiden Lehrsätze über die Krüm- 
mungshalbmesser der verschiedenen Schnitte in einem Punkt ent- 
wickelt haben, die Ausdrücke für die Krümmungshalbmesser selbst 
entwickeln für eine beliebige Gleichung einer Fläche, das zu Grunde 
gelegte Coordinatensystem mag sein was für eins es wolle. 



§47. 

Wenn man unter x, y, z die Coordinaten einer Curve doppelter 
Krümmung versteht, und sie sich gegeben denkt als Function des 
Bogens s, dieser Bogen von irgend einem Anfangspunkte an ge- 
rechnet, und wenn diese Curve auf der Fläche F (x, y, z) == 1) 

liegen soll, so ist die Bedingung dafür (vgl. § 33), dass die drei Glei- 
chungen, welche x, y, z als Functionen von s geben, so beschaflfön 
sein müssen, dass sie, in die Gleichung (1) eingesetzt, diese zu der 
identischen Gleichung = machen. Man darf folglich die Gleichung 
(1) nach s diflferentiiren, und erhält dadurch, wenn man die partiellen 
Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung von F mit den in 
§ 40. angegebenen Buchstaben P, Q, B, L, 3f, N, L' , M', N' und 
die Differentialquotienten von x, y, z nach s durch die entsprechen- 
den accentuirten Buchstaben oezeichnet, folgende Gleichung: 

(2) P.x + Q,y + B.z =« 0. 

Die Bedeutung dieser Gleichung ist einfach die, dass die Normale 
einer Fläche rechtwinklig auf der Tangente jeder Curve steht, die 
durch den vermöge der Normale bestimmten Punkt der Fläche geht. 
Denn heissen die Winkel, welche eine solche Tangente mit den drei 

JOAoaxKBTHAL, Anwendung d. DiffexenUalteobn, % 



— 66 — 

Axen bildet^ a^ j3, y, so ist x == cos «; y = cos /S, z = cos y, und 
nennt man die Winkel der Normale mit den drei Axen «'; ja', /, so ist 

:=x == cos a , ^ = cos p , r7==^==z = cos y . 



Die Gleichung (2) lässt sich also so schreiben: 

cos a. cos a + cos ß. cos /3' + cos )/• cos / == 0, 

woraus das Obige sofort folgt, Differeatiirt man ferner die Gleichung 
(1) zum zweiten Male nach 5^ so erhält man zunächst: 

—-= Lx -j- N'y + M'z oder = L cos a -\- N' cos /5 + M' cos y\ 

OS 

-^ = JY' cos a -\- M cos /3 + Z' cos y und 

-^ = M' cos a + Z' cos j3 + A^ cos y. 

Danach ist das vollständige Differential der Gleichung (2) nach .« 
folgendes: 

(3) P. X + C^. y" -f Ä. ;2:" + Z cos^a + M cos^ j3 + N cos^ y 

-j- 2Z' cos /3 cos y + 2 ^' cos y cos a -f- 2iV' cos « cos ^ = 0. 

Wenn man nun die Winkel, welche der Krümmungsradius r 
der im Eingange dieser Entwickelung genannten Curve mit den drei 
Axen bildet; mit A f* v bezeichnet, und zwar so, dass der Krüm- 
mungsradius angenommen wird als vom Curvenpunkte nach dem 
Krümmungsmittelpunkte hin gehend, so ist 

cos A = r. x' y cos fi =5= r. y", cos v=r. z\ 

und man kann daher, wenn man sie mit r multiplicirt, die Gleichung 

(3) mit Anwendung dieser Bezeichnungen so schreiben: 

(4) PcosA + f^cos^ +^cos v + rA' = 0, wenn K=LQQ%'^a + Mcos^ß 

+ iVcos^y -f- 2Z' C03^ coß.y + 2M' cosy cos« -j- 2 A' cosa cos/}. 

Setzt man noch statt P, Q, R ihre Werthe durch die Winkel a ß' y' 
ein: i^== cos « ^/^ + ()*-["^^; ^» s. w., so wird 

(5) j/p2^^2_|_^2 {cos«' cos A + cosj3'cosfi + cosy cosi/} +^^^ = 0, 
und endlich, wenn man die Klammergi:össe 

cos a cos X + cos ß! cos ft + ^^^ y' cos v 
durch k bezeichnet: 

(6) r /^qp^nfTF. A . 

Aus dieser Gleichung ersieht man: Für einen Punkt der Fläche 
sind constant sämmtliche Differentialquotienten P, Q, B, u. s. w., 
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so wie die Winkel der Normale «', j3', y. Zieht man ferner durch 
diesen Punkt zwei Gurven, welche in diesem Punkt eine gemein- 
schaftliche Tangente haben ^ so sind für diese Tangente auch die 
Winkel a, j3, y dieselben. Fixiren wir uns daher eine bestimmte 
Tangente in dem Punkte {Xj y, z) der Curve, so bleibt in der Glei- 
chung (6) für r die j/p"^ ^ Q^ -f- K^ und der Nenner K constant ; nur 
die Grösse k kann sich verändern. (Wir wollen von jetzt nur die 
ebenen Schnitte der vorliegenden Eläche betrachten; wollten wir jed- 
weden Schnitt in Erwägung ziehen; so hätten wir in der folgenden 
Entwickehing nur überall statt Schnittebene Schmiegungsebene zu 
setzen.) Es bedeutet nun die Grösse k den Cosinus des Winkels, 
welchen die Normale des Punktes mit dem Krümmungshalbmesser 
eines Schnittes bildet. Dieser Ausdruck k ist demnach ein Maxi- 
mum, wenn dieser Cosinus es ist, also wenn dieser Winkel Null 
ist oder wenn der Krümmungshalbmesser mit der Normale zu- 
sammenfällt. Dies ist aber nur dann möglich, wenn die Ebene des 
Schnittes durch die Normale geht, d. h. wenn der Schnitt Normal- 
schnitt ist. Also ist in allen Schnitten, die durch dieselbe 
Tangente einer Fläche geführt werden, der Krümmungs- 
radius des Normalschnitts der grösste, nämlich 

yt) 9 = — — ^ , 

weil hier /r = 1. Und hieraus geht unmittelbar die Formel hervor: 

(8) r = (>. cos (r, p). 

Dies ist der Meusnier'sche Satz. Denn es ist der Winkel (r,Q) 
oder (r, iV^)=90^ — {^f^f wenn iV die Normale und T die fixirte 
Tangente des Punktes bedeuten (cf. § 45.). 

§ 48. 

Da wir somit die schiefen Schnitte absolvirt haben, betrachten 
wir nur noch die Normalschnitte. Die einzige Frage, die sich bei 
der Gleichung (7) darbietet, ist die: Welche Maxima oder Minima 
hat der Ausdruck 

VF*+Q^ + B^ y 

LcOü^a+Mco8'ß+NcOB^y + 2L'cosßQOüy-\-2M'cosycoQa'\-2N'coBacosß 

und zwar hat man bei Erledigung dieser Frage nur die Winkel «, ß, y 
als variabel anzusehen, da für die verschiedenen Normalschnitte, 
welche durch denselben Punkt gelegt sind, nur diese Winkel sich 
verändern. Dabei bestehen für diese Winkel folgende beide Glei- 
chungen : 

(1) cos^a-f^cös^/J-f-cos^y = 1 und (2) i>. cosa+iß.-cosß-^Ä. coa'v=Q^ 
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Anmerkung. Man kann sich leicht davon überzeugen^ dass 
der vorliegende Ausdruck ein Maximum 4ind ein Minimum hat, und 
dass die beiden Tangenten, für welche diese stattfinden, auf einander 

normal stehen. Zu dem Ende wollen wir die f/g bezeichnen mit t/. 

Denken wir uns nämlich von dem Punkte xyz der Fläche aus 
irgend eine gerade Linie gezogen, deren Länge sein möge 

u — ^ > 

wo in dem Nenner K die Winkel a, ß, y sich eben auf diese Linie 
beziehen, und nennen wir die Coordinaten des Endpunktes dieser 
Linie 6 iy S; so ist 5 = ti. cos a, ?^ == w. cos j3, f = t/. cos y, wenn wir 
dabei die Voraussetzung machen, dass der betrachtete Punkt auf 
der Fläche Mittelpunkt eines dem gegebenen parallelen Coordinaten- 
systems ist. Befreit man nun die Gleichung für u^ vom Nenner und 
setzt in ihn die Orössen S 17 £ ein, so erhält man: 

I 

d. h. wenn man so wie den ersten Strahl vom Punkte xyz aus alle 
möglichen Strahlen von da aus zieht und auf ihnen die passenden 
Längen aufträgt, so bilden ihre Endpunkte eine Fläche zweiten 
Grades, für welche jener Punkt Mittelpunkt ist. Bei der Frage der 
Krümmungsradien handelt es sich aber nur um diejenigen unter 
diesen Strahlen, welche in der Tangentialebene des auf der Fläche 
betrachteten Punktes liegen: die Winkel cc, ß, y beziehen sich nur 
auf Tangenten. Wir haben demnach auch, um die Werthe von q 
zu bestimmen, nicht sämmtliche Diameter dieser Fläche zweiten 
Grades in Betracht zu ziehen, sondern nur diejenigen, welche in 
der Tangentialebene des betrachteten Punktes liegen. Diese Tan- 
gentialebene ist aber für die Hilfsfläche zweiten Grades eine Dia- 
metralebene, schneidet also aus ihr einen Kegelschnitt aus. Jeder 
Kegelschnitt mit einem Mittelpunkte hat eine grösste und eine kleinste 
Axe, welohe auf einander normal stehen. Daraus folgt unmittelbar, 
dass der Ausdruck für q (7) einen grössten und einen kleinsten Werth 
hat, und nicht mehr, und dass sie sich auf zwei Tangenten in der 
Tangentialebene beziehen, welche auf einander normal stehen. — 

Um nun diesen Maximums - und Minimumswerth von q zu finden, 

haben wir, weil der Zähler des Ausdrucks ^ "^ — constant 

ist, nur den Nenner A!" zum Minimum oder Maximum zu machen. 
Schreiben wir statt der cos der drei Winkel a, /S, y der Kürze halber 
«, /J, y, so haben wir also die Grösse 

Z^^ + Mß^ -f Ny'^ + 2i:ßy + 2M'ya + 2N'aß 
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zum Minimum oder Maximum zu machen^ wobei die beiden Glei- 
chungen «2 ~\-' ß^ ^ y^ =1 und Pa "{- Oß '{' By = bestehen. Man 
hat also hier eine sogenannte Aufgabe des relativen Maximums oder 
Minimums zu lösen ^ was so geschieht: 

Man addire zu der Grösse IC die beiden Bedingimgsgleichungen, 
jede mit einer constanten Grösse multiplicirt: 

La^ + Mß^ + Ny^ + 2L'ßy + 2M'ya + 2N'aß + «(«2 + 132^ y2_ i) 

+ 2e'(Pa^0ß + Iiy) = 0, 

diese Gleichung differentiire man nach den drei Variabein: 

(9) La + N'ß + M'y + €a + 6P=0 N'a + Mß-^ Z'y ^sß + €0=0 

M'a + Vß + Ny'\- «y + bR = 

und aus diesen hat man a^ ßy y zu bestimmen. 

Wir multipliciren sie zunächst der Reihe nach mit a, ß, y und 
addiren sie, wodurch wir s finden: Ä^+ «. 1 + «'. == 0, also s = — A', 
Substituiren wir dies, so werden die Gleichungen (9) " 

(10) (L—K) a + iV'/J + M'y = — eP N'a + {M—£) ß + L'y =—bQ 

M'a + rß + {N--K) y = — b'R. 

Bestimmen wir aus diesen Gleichungen a, /3, y, so erhalten wir, 



wenn wir den gemeinsamen Nenner 



N' M—Kr 
M' r N—K 



= ^ setzen: 



— ^. z:/. a = P{{M—K). {N—K)—r^) 

c 

+ Q {{L'M'—N\N—K)) + R (N' L'—M' {M—^) 

— X.J.ß=~P {l'M'—N' {N—Ki) 

+ Q {{N—K) {L — K) — M'^) + R {M'N'—L' {£-£)) 

— 4- ^.y = /> (lf'L'—M'{M—K)) 

+ 0(Af'N'-~L'{L—K)) + Ri{L—ir)(M-'ir) — N''^)- 

Maltipliciren wir diese drei Gleichungen der Reihe nach mit 
P, Q, R, und addiren, so kommt — -t-*z/.0, d. i. 

= 



(11)^ 



>2 ((^_j5')(iv_jS')— r^) + £»» {{N—JiT) {L—K)—M'^) 

-{.R-i({L—K){3f—X)— N'^) 

-\-2QR {M'N'—L' {L—K)) + 2RP(JV'L' — M' {M—K)) 

+2pq{i:m'—n'{n—k)), 

welche Gleichung in Beziehung auf K offenbar vom vüvreltft'a. GxsAsi 
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ist. Dte Wurzeln derselben (die sich auf das grösste und kleinste 
Q beziehen); seien J^^ und ^^2; und es ist somit 

.. =^^^±^ und ,, =?^+^ [Ä-, < A-,] 

der Werth des grössten und des kleinsten Krümmungsradius aller 
Normalschnitte; die durch einen gegebenen Punkt der Fläche gelegt 
werden können. 

§49. 

In Beziehung auf die Gleichung (11) bleibt uns noch nachzu- 
weisen, dass sie stets zwei reelle Wurzeln hat. Wir verbinden da- 
mit den Beweis dafür, dass die Wertbe der Winkel a, ß, y^ die man 
vermittelst der Gleichungen (10) aus diesen beiden Wurzeln K^ und 
K2 bestimmen kann, zu zwei Linien gehören, die auf einander nor- 
mal stehen. Man findet die Winkel «, /J, y, welche zu dem einen 
K gehören, aus (10), und eHminirt dann noch die Grösse b mittelst 
der Gleichung cos^ a + cos^ /J + cos^ y = 1. Man setze dann statt 
des ersten K das andere ein, und erhält dadurch ein zweites System 
ay ß,yy welches zu einer andern Tangente gehört. Es seien «i , j3| , yx 
die Werthe von cos«., cos j3, 00s y, welche zu dem Wurzel werthe 
Ä'i gehören, und f^y ß2j?2 ^^^7 welche zu K2 gehören. Dann haben 
wir die Gleichungen {10) 

{L-K,) a, + N'ß, + M'y, = - e{ P 

und zwei ähnliche, oder wie wir schreiben wollen: 

Za, + N'ß^ + ^y,= — «,'/>+ K^ a^ 

(12) y «, -f Mß, + XV, = - f ,' () + Ä-, /S, 

J/'a, + L'ß^ + Ny, e.'Ä + A-.y, 

La^ + N'ß^ + M'y,= -e^'P+ K^ a, 
(12*) iV'aj + ^^j + Z>2 = -«;() + ^,/J, 

Multipliciren wir das System (12) der Reihe nach mit a,, /J,, yj» 
und addiren, so erhalten wir: 

La,a^ + Mß,ß^ + iV.y.y, + L'{ß,y, + y^^,) + iJ/'(y,«, + «,y,) 

+^'(«2/5i+/J2yi)=-f.'(^«i+i>^2+-ßy2)+*'i(«i«2+/3ii32+yiy2), 

wo noch das Glied — c/ {Pa^ + Qß.^ + Äy^) =0 ist, weili>a -\-Qß-\- lty=0. 
Aehnlich erhält man aas (12*) 

Za.aj + Mß^ß, + Nr^Y^ + L'iß^Yi + y^ß,) + ^'(n^i + «tYt) 

+ N'(cc,ß, + ß,Yi) C2'(^«i+(>^i + Äy,) + ^2(«i«2 + ^A+yiy2), 

Bud da wieäemm — s^<(Ptt^ + Q.ß^ -{- Äy,) = ist, «o ist drittens 
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(1.3) K, («i «2 + ^, ^, + y, y^) = ^^2 («1 «2 + ^1 ^2 + yi ^2) 
oder (A^i ~ K^ («^ «2 + /^i ^2 + ^i ^2) = 0. 

Diese Gleichung kann erstens dadurch erfüllt werden, dass 
Ä'i — Ä'j == ist, d. h. dass die Gleichung (11) in jedem Falle zwei 
gleiche Wurzeln hat. Dies ist zunächst unwahrscheinlich. Man kann 
sich aber auch sehr leicht davon überzeugen, dass dies nicht der 
Fall ist, indem man ein specielles Beispiel wählt, etwa die Fläche 
x^ •\- y^ — 2z==0, für diese die Gleichung (11) bildet und deren 
Wurzeln sucht, wobei man finden wird, dass diese nicht gleich sind. 
Diese Hypothese ist also ausgeschlossen. Es bleibt nur noch übrig, 
dasB zweitens 

(14) «^«3 + ^,^2 + ^1^2 = 0, 

d. h, dass die beiden Tangenten, zu denen die Krümmungshalb- 
messefr gehören, auf einander normal stehen. Aus dieser Gleichung 
folgt zugleich fast von selbst, dass die quadratische Gleichung (11) 
nur reelle Wurzeln hat. Wenn man nämlich die Winkel a /3 y in 
der oben angegebenen Weise, vermittelst der Gleichungen (10) und 
der Gleichung cos^ a + cos*^ /3 + cos^ y = 1 darstellen wollte, so 
würde man finden: cc^,ß^,y^ sind gerade solche Functionen von A',, 
wie «2; ß2> Vi ^^^ ^v Setzt man also «^ = g) (A',), so würde ' 
a2 = 9>(Ä'2). Gesetzt den Fall, K^ und K^ wären imaginär, so 
müsste K^ die Form haben a '\- a A und K^ die Form a — d ,u Es 
würde also 

«j = y (öf -|- öf'.«)? ^1=^^> {fl — «'«O ^^^^ «, == ^ -[" '^'•*> ^2 = A— A\ij 
und demgemäss cc^.a2 = A^ -\- Ä^y ^^^^ wesentlich positiv. Ebenso 
würde auch /Sj/Sj ^^^ ViV^ wesentlich positiv werden. Da aber die 
Summe positiver Grössen nicht Null werden kann, so müssen beide 
K reell sein. 

§ 50. 

Wir wollen nun noch, ehe wir die gewonnenen Resultate an- 
wenden, eine Gleichung ableiten, die allerdings zur wirklichen Be- 
rechnung der Krümmungsradien viel unbrauchbarer ist als die Glei- 
chung (li), aber oft gegeben wird. Sie macht die Voraussetzung, 
dass die Gleichung der Fläche nach der einen Coordinate aufgelöst 
ist: g) (o:, y) — z *= 0. Bildet man von dieser Gleichung der Fläche 
die partiellen Differentialquotienten der ersten und zweiten Ordnung, 
so erhält man 

p = 9)'(x) q = q)\y) r ^ ip\x) s = (p\x, y) t = fp\yy, 

es ist somit 

P^p, Q = q, Ä = --l; Z«.r, M=t, iV^=0; Z'=0, i/'=0, N'=^. 
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Somit wird die Gleichung (11) 

Q=. — p^K{t—K)^q^K{r — K)-\-{r—K)(t—K)-s' + 2pqsK 
oder, nach K geordnet 

Multiplicirt man diese Gleichung mit (1 + P^ + Q^) ? dividirt sie 
durch Ä'^ und setzt alsdann q == — 'T-P'r^ ^j^ ^ g^ ^jj^j gj^ . 

= (r/ - s«) p2 
^{l^l + q'^)r-2pqs + il+p^)t}yi+p^+qKQ + {l+p^ + q-^y. 

Will man jedoch diese Formel benutzen, so hat man, weil man 
die Gleichung der Fläche nach z auflösen muss, sehr viel Rechnung, 
und diese wird schon beim EUipsoid so complicirt, dass Dupin, der 
sie angestellt hat, ganz überrascht war, dass das Endresultat nach 
so vielen Gleichungen ein so einfaches ist. Uebrigens lässt sich an 
diese Form der Gleichung noch die Bemerkung knüpfen, dass eine 
Fläche in jedem Punkte entgegengesetzte Hauptkrümmungen hat, in 
welchem sie von ihrer Tangentialebene geschnitten wird. Denn be- 
zeichnet man die beiden Krümmungsradien mit q^ und q.^^ ^^ ^^^ 

aus der obigen Gleichung q^. pj = fL « ^ ^^^ dieser Ausdruck 

wird negativ, d. h. q^ und Q2 haben entgegengesetztes Zeichen, so- 
bald rt — s'^ negativ ist (cf. § 39.). 

Noch eine andere specielle Form, die nicht ohne Interesse ist, 
gilt für den Fall, dass in der Gleichung der Fläche F(Xf y, z) = 
die Variabein getrennt sind, dass sie also, wenn Ä eine Function 
von X allein, F eine Function von y allein, Z eine Function von z 
allein bedeutet, die Form hat ^+ F+ Z = 0, wie dies z. B. bei 
den Paraboloiden und den Flächen zweiten Grades der Fall ist, 
welche einen Mittelpunkt haben. Es wird nämlich alsdann 

P^x, Q==-r, R=z:\ z=jr', m==y% n=^z"^, r=o, j/'=o, iv'=o, 

und somit die Gleichung (11) 
0=i>2(iJf— A') {N—K)-\-0^{N—K) {L—K)-\-R^{L-K) {M—K) 

oder wenn man mit dem Producte (Z — A')(if — i^) (-^ — K^ dividirt: 

= j^^+j^^ + j^r^oder endlich = ^.3^+ yrr::;j+ ^,3^. 

Zum Beispiel wird für die Flächen zweiten Grades, welche einen 
Mittelpunkt haben, und die in der Gleichung 

Gothahen sind^ jeder der beiden Hauptkrümmungsradien gegeben durch 
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9— ^ ) 

wo man für IC nacheinander die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung = A_^Tr + ^_^ + nzix einzusetzen hat. 

Auch über die Richtung^ in welcher bei einer Fläche zweiten 
Grades ; die einen Mittelpunkt hat; die Hauptkrümmungsradien zu 
liegen kommen ^ können wir uns leicht Aufschluss verschaflFen. Nach 
der Formel (7) ist der Krümmungsradius irgend eines Kormalschnittes 
gegeben durch die Gleichung 

^ Vp^ + Q'+h^ ^ . 

^ L cos* a + Mcoü* ß + Neos* y + 22v' cos ß cos y + 2M' cos y cos a + 22V^' cosa cos ß 

9 9 9 

Hiemach erhält man z. B. für das EUipsoid ^+^ + ^ — 1 = 
folgenden Ausdruck: 

^ C0S2 « + yj cos' /J + ^ C0S2 y 

Die Ausdrücke in Zähler und Nenner sind leicht zu interpretiren. 
Legt man nämlich an den betreffenden Punkt (x, y^ z) eine Tangen- 
tialebene^ so ist die Gleichung derselben ^ + ^+^ — 1=0. 

Daraus folgt : die Entfernung p des Mittelpunktes des EUipsoids von 

dieser Ebene ist 

1 



/? = 






der Zähler des Ausdrucks für q ist also der reciproke Werth von p. 
Da femer cc,ß,y die Winkel sind, welche die Tangente des Nor- 
malschnitts mit den drei Axen bildet , so sind, wenn man dieser 
Tangente einen Radius des EUipsoids parallel zieht undseine Länge 
vom Mittelpunkte bis zur Fläche mit d bezeichnet, die Coordinaten 
seines Endpunktes dco&a, dcosß, dfcosy, für welche die Gleichung 
des EUipsoids gelten muss, so dass also 



'^ 1^+^ + ^1-1 = 



ist. Demnach ist zweitens gefunden: der Nenner von q ist der 
reciproke Werth von d^. Es ist also der Krümmungsradius jedes 

Normalschnittes q = —, wo d der Radius ist, der der Tangente des 

Normalschnitts parallel geht, und p die Entfernung der Tangential- 
ebene vom Mittelpunkte. Für das System aller Normalschnitte, 
welche in einem Punkte des ElUpsoids möglich avaA^ VAk&X» ^«jäsv -^ 
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ungeändert, d beschreibt eine Ellipse parallel der Tangentialebene: 
daraus geht hervor, welches die Richtungen der grössten und kleinsten 
Krümmung sein werden: mati bat für sie nur die Uauptaxen des 
Diametralschnitts zu bestimmen. Wir .haben also den Satz: Bei 
einem EUipsoid, oder, da die Vorzeichen von a^, ^^, c^ nicht in Be- 
tracht gekommen sind, allgemein; Bei jeder Fläche zweiten 
Grades mit einem Mittelpunkte erhält man die llichtun- 
gen des am meisten und des am wenigsten gekrütnmten 
Normals chnitts, indem man zuerst die Haupta^eti desjenigen Dia- 
metralschnitts bestimmt, der der Tangentialebene parallel ist, und 
vom gegebenen Punkte der Fläche aus Tangenten zieht, welche 
diesen Axen parallel sind. 

Es erledigt sich hier zugleich eine andere Frage für diese drei 
Flächen: Oiebt es Punkte auf ihnen, wo alle Normalschnitte dieselbe 
Krümmung haben? Dies kann nur da sein, wo die Tangentialebene 
parallel ist den Kreisschnitüen. Wir kommen bald noch auf solche 
Punkte, die man Nabelpunkte (besser sphärische Punkte nennt) 
zurück, und bemerken nur, dass das Ellipsoid ihrer vier hat, welche 
in der Ebene der grössten und kleinsten Axe liegen. 

§ 51. 

Wir wollen unsre Formeln nun noch specialisiren für die Ro- 
tationsflächen. Eine Rotations- oder Revolutions-fläche ist 
eine Fläche, die entsteht, indem eine Curve sich um eine Axe be- 
wegt. Jeder Punkt der rotirenden Curve erzeugt bei der Bewegung 
einen Kreis, dessen Ebene durch die auf ihr normale Axe im Mittel- 
punkte getroffen wird. Daraus folgt, dass es nicht zwei Arten Von 
Rotationsflächen giebt: es sind diejenigen, welche durch Rotation 
einer Curve doppelter Krümmung oder einer ebenen Curve um eine 
nicht in ihrer Ebene liegende Axe erzeugt werden, dem Wesen nach 
nicht verschieden von denjenigen, welche durch Rotation einer ebenen 
Curve um eine in ihrer Ebene liegende Axe entstehen, und es lassen 
sich alle Rotationsflächen auf diese letztere Entstehungsart zurück- 
führen. Denkt man sich nämlich irgend eine Curve um irgend 
eine Axe rotiren bis sie die Rotation vollendet, und in der ent- 
steh^aden Fläche einen ebenen Schnitt durch die Rotationsaxe ge- 
legt, so erhält man dadurch diejenige ebane Curve ^ deren Rotation 
um dieselbe Axe dieselbe Fläche hervorbringt. 

Wollen wir nun die Hauptkrümmungsradien einer jeden Rotations- 
fläche finden, siehe Fig. 16, so kommt es zunächst darauf an, die 
Gleickung dieser Art Flächen aufzustellen. Die Gleichung der ro- 
tlrenden Curve, welche wir als eben annehmen, wird, wenn wir die 
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Rotationsaxe zur zAxe wählen, die Form haben z = /'(|). Wenn 
diese Curve rotirt/ so behält während der Rotation jeder Punkt un- 
verändert sein z, es ändern sich aber die beiden andern Coordinaten 
X und y, so jedoch, dass die Entfernung des Punktes von der z Axa 

nämlich Yx^ -\- y^ immer dieselbe bleibt und zwar %. Es ist also 
die Gleichung jeder Rotationsfläche, wenn die zAxe Rotationsaxe 

ist, z = f(yx'^ + y'^) oder auch z = g) (a;^ -f- y^^, d. h. in der Glei- 
chung der Fläche kommen, wenn man sie nach z auflöst, die Coor- 
dinaten X und y nur so vor, dass sich der ganze Ausdruck immer 
in a;' + y- und dessen Potenzen, Vielfache u. s. w. zusammen- 
fassen lässt. 

Wir wollen in der folgenden Untersuchung die Gleichung der 
Fläche so schreiben: z=/*(g) wo ^ = d(P' '\- y'^ ^ und wenden nun 
zur Auffindung der Halbmesser der grössten und kleinsten Krümmung 
im Punkte {x^y^z) die' erstö in § 50. erwähnte Form der allge- 
meinen Gleichung (11) an, weil die Gleichung der Fläche nach z 
aufgelöst ist. Wir bilden uns zu dijm Ende die DifFerentialquotienten 
erster und zweiter Ordnung: 

P=r(S).|| «=r(i).||-. '•=r(S).© + /'(i).g 
.= ^=/-"(5)-||-||+/'(S)-äffc / = r (I). (f|y + /•' (S). g • 



Dabei ist 



^ dx ^ dy ^ 



und folglich 

\dx/ '^^ dx^~ ^' dx'dy '^^dx,dy~~ ' Vy/ "^ ^ ^t/^ "~" ^ * 
also 

^f X f y , fftx^j^^f i^—x^ ^f ^* _i_ /' 2/* 

- _ /•" ^ __ /•' :^ /__/•" ?^ I /•'•:?* . 

Diese Ausdrücke hätten wir nun in die oben erwähnte Gleichung 
für Q einzusetzen , und wo mögKch die dadurch entstehende Gleichung 
zu vereinfaclien. Di^s Letztere ist möglich, und man kann es sogar 
durch eine einfache Betrachtung, bevor man die Ausdrücke einsetzt. 
Da nämlich im Laufe eines Parallelkreises die Rotationsfläche an 
einem Punkte so wie im andern ist, so können wir für die folgende 
Entwickelung einen beliebigen Punkt eines solchen Parallelkreises 
zu Grunde legen und das Resultat wird allgemein für jeden Punkt 
des Parallelkreises gelten. Wir wählen, weil dadxjx^ik ä5ä \S'^«3t- 
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suchung am einfachsten wird, denjenigen Punkt, wo die Fläche die 
za: Ebene schneidet: dort ist y = also a: = 5 und 

P^r ^ = 0; r = r 5 = ^=a|- 

Danach wird die Gleichung für q 

^ «>^-(r + (1 + n /r+7"^ ? + (i + n = o, 

welche wir auch so schreiben können: 

(> — \^ — yp^ 1 Y' — / ^ • YY' 

in welcher Form man sogleich erkennt, dass die beiden Wurzeln 
für Q sind 

i^ und (1+^)^ . 

Da die Gleichung zc=^/*(5) die der Meridiancurve ist, so ist 
die zweite Wurzel q zugleich der Krümmungsradius des Meridians; 
mithin ist der Krümmungsradius des Meridians der Krümmungsradius 
eines Hauptschnitts. Der zweite Hauptschnitt steht normal auf diesem. 

Sein Krümmungsradius ist !J" , ein Ausdruck, welcher sich auch 

leicht geometrisch deuten las st. Denkt man sich nämlich an die 
Meridiancurve im Punkte (J, z) eine Tangente gezogen, welche die 
zAxe unter dem Winkel a schneidet, so ist auch der Winkel der 
Abscisse % mit der Normale des vorliegenden Punktes gleich a. 

Es ist aber /' == cot «, also T^ = und mithin die Grösse 

' ' f COB« 

des zweiten Hauptkrümmungshalbmessers = — ^, d. i. gleich der 

Normale vom Curvenpunkt bis zur ^Axe. Wir haben also folgen- 
den Satz: 

Die Hauptkrümmungsradien in einem Punkt einer 
Umdrehungsfläche sind an Länge gleich dem Krümmungsradius 
des Meridians in jenem Punkte und resp. dem Stück der Normale 
des Meridians in jenem Punkte, welches zwischen dem Punkte und 
der zAxe liegt. Dass die Hauptschnitte selbst bezüglich der Me- 
ridian und der auf ihm normale Schnitt sind, ist evident. 

Was sich hier gezeigt hat, dass nämlich die beiden Wurzeln 
von ^ reell sind, gilt allgemein: es lässt sich beweisen^ dass, so 
lange j», ^, r, s, t selbst reell sind, auch die beiden Werthe von q 
reell sind. Der Beweis gründet sich darauf, dass der Badicand der 
Quadratwurzel, welche in dem Ausdruck für q sich ergiebt, sich in 
eine Summe positiver Grössen zerlegen lässt. Der Radicand lautet 
nämlich 
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((1 +p^)t-2pqs + (1 + q^) rj i+^+i! _ (1 + pJ + q^y (rt-s'^), ' 
und dies ist, wovon man sich leicht überzeugt: 

§52. 

Aufgabe. Wie findet man allgemein diejenigen Punkte einer 
Fläche, in welchen die beiden Hauptkrümmungsradien und folglich 
auch alle Krümmungsradien einander gleich sind, oder: Wie findet 
man die Nabelpunkte einer Fläche allgemein? (Cf. § 50. extr.) 

Die erste Ueberlegung führt darauf, dass auf jeder Fläche un- 
zählig viele Punkte sind, in denen die beiden Hauptkrümmungsradien 
einander gleich sind. Denn ausserdem, dass sie der Gleichung der 
Fläche genügen müssen, haben sie dem Anschein nach nur noch 
eine Gleichung zu befriedigen, nämlich die: der zu Ende des vor. 
Parag. erwähnte Radicand = 0. Da somit für die Coordinaten x, y, z 
nur zwei Gleichungen existiren, so würde es dem entsprechend auf 
jeder Fläche eine ganze Curve von Nabelpunkten geben. Dass dies 
aber nicht der Fall ist, folgt daraus, dass der Radicand als Summe 
von nothwendig positiven Grössen (abgesehen von seinem Factor) 
nicht Null werden kann, ohne dass seine beiden Glieder einzeln Null 
sind: ausser der Gleichung der Fläche existirt also für die Nabel- 
punkte nicht blos noch eine Gleichung, sondern die beiden, welche 

aus ihr entstehen: yzlt^i — * = und (1 + p*) / — (1 + q^) r = 0, 

welche beide wir auch so schreiben können : t—t — 5 = — = — i — r 
Das heisst: 

Die Fläche z^=^f(x,y) hat Nabelpunkte da, wo die drei zweiten 
partiellen Differentialquotienten von z nach x und y, nämlich r, s, i 
proportional sind bezüglich den Ausdrücken: 1 +i?^, pq, 1 + ö'^« 

Eine andere Ableitung hierfür ist folgende. Nach der Formel (7) 
ist der Krümmungsradius irgend eines Normalschnitts 

oder wenn man sich die Gleichung der Fläche auf die Form z =/ (o;, y) 
gebracht dSnkt: p = ^ — 5 — rP +g*+|^ — worin für a, iJ, y 
die Gleichungen gelten 

cos^ a -j- cos^ /J 4* cos^y ±ä 1 ^ cos « 4" 4 ^^ ^ =* c<i«.'^ «i 
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oder mit Elimination von cos y: 

(1 + P^) cos^ « + ^P9 cos a cos /3 + (1 + ^^) cos^ ß = l. 

Für einen Nabelpunkt sollen nun alle Normalschnitte dieselbe Krüm- 
mung haben. Es muss also in dem Ausdrucke für q, weil der Zähler 
für jeden Punkt der Fläche constant, der Nenner immer denselben 
Werth beibehalten^ welche Werthe man auch dem cos a und cos ß 
beilegt, vorausgeisetzt, dass diese der aufgestellten Bedingungs- 
gleichung für cos a und cos ß genügen. Es ist also die Frage : in 
welchem Falle wird der Ausdruck r cos^ a -\- 2s cos cc. cos ß -\^ i cos^ß 
beständig denselben Werth beibehalten; während für a und ß nur 
die Gleichung stattfindet 

(1 + i?^)cos2 a -(- 2pq cos « cos /? + (! + Q^) cos^ j3 = 1. 
Der Werth des Nenners sei beständig gleich A, so ist also 

r cos^ a -\- 2 s. cosa. cos ß -^ i- cos^ /? == A. 
Andrerseits haben wir aus der Bedingungsgleichung 

A (1 +i?^) cos^ a + 2Xp,q cos a cos /3 + A(l + ^2) cos^ j3 = A. 

Damit also die erste Gleichung nicht nur für eine Anzahl Werth- 
systeme von « und ß, sondern für jeden beliebigen Werth von a 
und den vermöge der zweiten Gleichung dazu gehörigen von ß be- 
stehe, müssen sich a und /3 aus beiden Gleichungen nicht bestimmen 
lassen, die beiden Gleichungen müssen identisch sein, d. h. 

r = A (1 + p^) s = Xpq / = A (1 + q'^)y wie oben. 



B. Die €lleicliuiig der Fläche sei gegeben 
in der Form (3) (§ 24). 

5. Einleitendes. 

§53. 

Nachdem wir bis jetzt bei den Untersuchungen über die Flächen 
^ die Yovm^F (x, y, z) = der Gleichung oder die speciellere z == /"(or, p) 
zu Grunde gelegt haben (cf. § 28.), wollen wir jetzt annehmen, dass 
die Gleichung der Fläche in der Form folgenden Systems gegeben 
sei: Jede der drei rechtwinkligen Coordinaten x^y^z als 
Functionen zweier neuen Grössen, die wir durch u und v 
bezeichnen wollen. Lösen wir jetzt die Aufgaben, die wir bisher 
für rechtwinklige Coordinaten gelöst haben, für diese neue Form 
der Gleichutig, so bekommen wir in gewisser Weise weitläufigere, 
in gewisser Weise aber auch viel symmetrischere Formeln. Wir re- 
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capituliren zunächst kurZ; was über diese Art der Darstellung einer 
Fläche in den §§ 24. bis 27. gesagt ist. 

Betrachtet man in den drei Gleichungen; welche die drei Coor- 
dinaten Xy y ^ z als Functionen von u und v geben, zunächst u als 
constant, dagegen v als veränderlich, so erhält man eine Curve, 
welche auf der Fläche liegt. Zu jedem Werthe von u wird eine 
solche Curve gehören, in deren Gleichungen v die unabhängige 
Veränderliche ist, und jede solche Cusrve wollen wir nennen eine 
Curve F. Ebenso wollen wir eine Ourve, welche sich durch die 
Annahme: v constant, also u variabel, ergiebt, nennen eine Curve U. 
Sämmtliche Curven V ordnen sich in ein System, und sämmtliche 
Curven U in ein zweites, so dass also die ganze Fläche mit zwei 
Systemen von Curven überzogen gedacht wird. Jeder Punkt der 
Fläche wird alsdann gegeben als Durchschnitt einer gewissen Curve V 
in eii^e gewisse Curve ü'^ und jede andere, nicht zu diesen beiden 
Systemen gehörige Curve auf der Fläche wird gegeben durch eine 
Gleichung zwischen den Veränderlichen u und v, 

BetreflFs der schon früher erwähnten Beispiele der Kugel und 
des dreiaxigen EUipsoids wollen wir n^och anführen, dass unter den 
unzähligen Arten, diese Flächen durch zwei neue Grössen u und v 
darzustellen, für dieselben ausser den obenerwähnten Gleichungen 
noch folgende von häufiger Anwendung sind: für die Kugel 

a;==ö.sinw.^l— /r'^.sin!^«; y = a,Qosu.Qosv z^=as\xivyi — (1 — /:^).sin''w, 
wo k eine beliebige Constaate bedeutet; fürs dreiaxige EUipsoid : 

X = ^.sint/. f/\ — k'^.hin^v y = &.cost/.cos v z= c.sin v,y\ -»(1 — k'^).%m^ u. 

Auch für die Schraubenfläche wollen wir eine solche Dar- 
stellungsart erwähnen. Man denke sich diese Fläche so entstanden, 
dass eine gerade Linie auf einer andern stets normal bleibend sich 
an dieser so herauf bewegt, dass die Höhen, um welche sie steigt, 
proportional sind den Winkeln, um welche sie sich dreht. Nennen 
wir diesen Winkel u und bezeichnen die zugehörige Höhe durch 
a.t/, wo a eine Constante ist, so ist zunächst die Coordinate z = a,u. 
Da ferner ein Punkt, welcher ursprünglich von der Axe die Ent- 
fernung V hat, stets diese Entfernung beibehält, so sind die drei 
Gleichungen der Schraubenfläche hiernach 

z :» of. ti o: = r. cos u y = V. sin u, 
aus welchen man durch Eliniination von v und u wiederum die ge- 
wöhnliche Form herleiten kann: ^sx=tg— oder, mix z als explicite 

Function von y und x darzustellen: ^ = a. Are tg — • 
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Wir gehen nun über zur allgemeinen Betrachtung der Flächen 
für diese Form ihrer Gleichung. Wir wollen dabei für alle folgen- 
den Entwickelungen nachstehende Abkürzungen einführen: 

du dv dv du 

de_dx dg_ dx^^j^ 

du dv dv du 

dxdy^ dxdy __ p 

du dv dv du 

du^ ' du^ * du* 

, d'x i ß d^y I /> ^g —7/ 
"^ du.dv ^ ^ du.dv^ ^ du,dv ~^ 

"^ dv* ^ ^ dv* + ^ ^d^* ^ 



©• + 09' + m - " 

dx_dx .dy^dy^ ,d±dj_ ^ p 
du dv "^ dudv"^ du dv 

a-D'+O'+of)*-«- 



Aus § 5. folgt, dass für jede Curve U die Gleichungen ihrer 
Tangente im Punkte x^y^z folgende sind: 

d_x^ dy a^ ' 

du du du 

und die Cosinus der drei Winkel a, j3, y, welche diese Tangente mit 
den drei Axen bildet: 

dx dy dz_ 

du a du du 

cos a = rF=: cos p = r7= COS y = :rj= • 

VE *^ Ve ^ Ve 

Nennen wir ebenso die drei Winkel, welche eine Curve V im 
Punkte xy z mit den drei Axen bildet, resp. a', j8', /, so haben wir: 

dx dy ds_ ' 

/ dv a, dv / dv 

cos a = irj=r cos p = ■rj=r COS y = 



Vg "^ Vg ' Vä 

Daraus ergiebt sich, dass der Winkel w^ unter dem sich diese 
Curven ü und V schneiden, folgender Gleichung genügt: 

F 

cos W = 77= • 

yE,Q 
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Demnach ist überall, wo diese beiden Curven einander recht- 
winklig schneiden, F=^0, Also: die Bedingung, dass die 
Curven ^und Fsich rechtwinklig durchkreuzen, isti^=0. 

Drückt man z. B. die Gleichung der Kugel auf eine der beiden 
in den Paragraphen 24. oder 53. angegebenen Weisen aus, also 

z = a sin v x ^= a cos v cos u y ^=^ a cos t; sin w, 

d. h. durch die Länge v und die Breite t/, so müssen, weil die dieser 
Art der Darstellung entsprechenden Systeme von Meridianen und 
Parallelkreisen auf einander normal stehen, diese drei Gleichungen 
die Gleichung F= befriedigen, was auch der Fall ist. Ebenso sieht 
man, dass die im vorigen Paragraphen für die Kugel angegebenen 
Gleichungen dieser Bedingung genügen. 



§ 55. 

Das Oberflächenelement, wie es durch diese Darstellung der 
Fläche bedingt wird, siehe Fig. 17, findet man folgendermassen : 
Man denke sich zwei einander unendlich nahe Curven des Systems 
(7, für welche also v constant ist und zwar resp. die beiden Werthe 
«; = a und v = a 4" ^ hat, so dass £ eine unendlich kleine Grösse 
bedeutet. Man denke sich ebenso zwei unendlich nahe Curven des 
Systems F, für welche u resp. die beiden constanten Werthe u = ß 
und u = ß -\- s' hat. Man bezeichne den Punkt (e; = a, u = ß) mit 
(l), (v = a, u = ß -\- s) mit (2), (t; ==' « 4- a, u = ß) mit (3), 
(v = a -^ Sy u = ß -{- s') mit (4). Da nun die Curven einander un- 
endlich nahe sind, so kann man das Flächenelement (1, 2, 3, 4) als 
ebenes Parallelogramm ansehen, und demnach ist sein Inhalt gleich 
dem Product zweier Seiten multiplicirt mit dem Sinus des einge- 
schlossenen Winkels, also gleich (1, 2). (1,3). sin t/;. Es ist nun 

cos w = ,. , also sm w = — .,. — d. 1. == ' — ^ • 

Ve.g' Ve.g Vf.g 

Ferner ist, wenn (1) die Coordinaten x^y , z, also (2) die Coordinaten 

^ + ö^ ^w, y + ^ du, z 4-:^ du 
^ du ' ^ ^ du ' ^ du 

hat, (1, 2) = j/£.duy und ebenso findet man (1^3) = j/G.dv. 
Multiplicirt man daher diese drei Ausdrücke für sin t^, (1, 2) und 
(1; 3), so erhält man: 

das Oberflächenelement = du, dv» Ya^ -f- B'^ -f- C^. 

Will man daher die ganze Oberfläche oder einen bestimmten Theil 
von ihr finden, so hat man diesen Ausdruck zweimal tä^ \:^<^'^Nx.^e^, 

JoACHiMSTHAX/, Anwendung d. DiffeienUaltecVm.. ^ 
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und zwar innerhalb gewisser Grenzen, welche sieh aus der Grösse 
des gesuchten Stückes in jedem einzelnen Falle bestimmen. 

Ueberträgt man diese Formel in die gewöhnliche Art der Dar- 
stellung, welche man so schreiben kann: z = f{u^v) x = u y = v, 
so verwandelt sich der Ausdruck für das Element in den bekannten 



§ 56. 

Um die Tangente an eine auf der Fläche liegende, siehe Fig, 18, 
aber nicht zu einem der beiden Systeme U oder F gehörige Curve 
u=f{v) zu finden, berechnen wir zuerst ihr Bogenelement, d. h. die 

Grösse }/dx* + ^y^ + ^^^' Wenn man das DiflFerential von u aus 
der Gleichung der Curve ableitet: du = u\dv, so erhält man als- 
dann aus den Gleichungen für x, t/j z: 

dx = ^^'du + l^'dv dy = p^'du4'^'dv dz = ^~' du + ^~^dv. 

du ^ cv ^ du ^ cv du * cv 

Es wird also ds'^ = E, du^ + G, dv'^ + 2F, du, dv und folglich, wenn 

man für du seinen Werth einträgt, ds = }/£, u^ -f- ö + 2F, u dv. 
Die Länge der Curve innerhalb bestimmter Gränzen für v findet 
man demnach, wenn man diese Gleichung nach v innerhalb dieser 
Gränzen integrirt. Man kann nun sehr leicht die Winkel" ableiten, 
welche die Tangente an diese Curve mit den drei Axen bildet. Nennt 
man die Winkel a, Z>, c, so ist 

dx du . dx dy du , dy dz du , dz 

du dv ^ dv , du' dv ^ dv du dv ' dv 

cos a = j cos = ^ cos c = — — ^ 

ds ds ds 

dv dv dv 

Hieraus ergiebt sich auf der Stelle der Winkel, welchen diese 
Curve, die wir durch C bezeichnen wollen, mit den Curven (7, und- 
der, welchen sie mit den Curven V bildet: man findet 

cos {C, U) = - _!. ,^ und cos (C, V) = — ^- — 

VE. ^ l/G. ^ 

' dv ' dv 

Schneiden die Curven U und V einander rechtwinklig, so ist 
F=0^ und die beiden Winkel {C, U) und {C, V) ergänzen sich zu 
einem Rechten, so dass man statt cos (67, U) sin {C^ V) schreiben 

kann, und demgemäss die Formel erhält: tg (C, V) == j/ ^ • j^' Diese 
Formel ist eigentUch von selbst einleuchtend. Stellen wir uns wie- 



— 83 



derum zwei unendlich nahe Curven U und zwei unendlich nahe 
Curven V vor, so ist das Bogenelement der Curve U: dß = y£.du, 

das der Curve V: d6' = }/G.dv und tg (^7, F) = ~ = ]/§ -j^- 



§57. 

Als Beispiel zu diesen letztern Formeln wollen wir die Loxo- 
drome berechnen. Man nennt Loxodrome diejenige Curve auf der 
Kugel, welche sämmtliche Meridiane unter demselben Winkel schnei- 
det. Hieraus folgt schon, dass jeder Parallelkreis eine Loxodrome 
ist, denn er schneidet alle Meridiane rechtwinklig. Wählen wir zum 
Radius der Kugel die Einheit, so sind ihre Gleichungen, durch die 
geographische Länge u und die geographische Breite v ausgedrückt, 
X = cos V. cos u y = cos v, sin u z =■ sin v. Um nun den Winkel 
zu finden, den irgend eine Curve C auf der Kugel mit dem Meridian,' 
(welcher eine Curve F ist), bildet, berechnen wir die partiellen 
Differentialquotienten von Xy y , z nach u und t;, und erhalten dafür: 



dx 

ö— = — sin V. cos u 

ov 


dy . . dz 

-^ — — sm V. sin w -^ cos v 

dv . dv 


dx 

ö— — — cos V. sin u 

du 


dy dz ri 
^ — cos V. cos u ö 0: 

du du ' 


also ist E = cos^ v F =0 


G— l, also wird te: (C, V) — c( 



du 
dv ' 

Soll nun die Curve C Loxodrome sein, so muss der Winkel {C, V) 
constant, = a sein, also haben wir die Differentialgleichung 

du X 1 X <^t? , 

-— . cos V = ie: a oder tff a. = du. 

dv o o (jQgi, 

Diese Gleichung lässt sich unmittelbar integriren; sie giebt: 

tga./cot(| — y) + c = w. 

Dies die Gleichung der Loxodrome. 

Sie enthält zwei Constante, welche hinreichen, um zwei Punkte 
auf der Kugel zu bestimmen, durch welche die Loxodrome gelegt 
werden soll, und umgekehrt reichen zwei Punkte auf der Kugel hin, 
um zwischen ihnen eine bestimmte Loxodrome zu legen. Soll z. B. 
der Ausgangspunkt der Loxodrome auf dem Null -Meridian und 
zwar in der geographischen Breite ß liegen, so müssen der gefun- 
denen Gleichung gleichzeitig die Werthe u = «; = /3 genügen : 

tg a. / cot y- — 2 / "f" ^ ^^ ^> ^^^ ^^^ kann somit die Constante 
mittelst ß eliminiren, und die Gleichung der Loxödroma ^^vt^L ^äsks^v 
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cot(|_|) 

cot (4-1; 

aus welcher man noch den Winkel « eliminiren oder auch finden 
kann, sobald der Endpunkt der Loxodrome gegeben ist. 

Als Schluss zu diesen einleitenden Formeln bemerken wir noch: 

Wenn zwei Curven auf einer Fläche sich in einem 

Punkte berühren, d. h. dort eine gemeinschaftliche Tangente 

haben, so haben für diesen Punkt nicht blos die Grössen u und v 

in beiden Curven denselben Werth, sondern auch der Differential- 

.. , du 
quotient ^ — 

Die Richtigkeit hiervon ersieht man aus den Formeln für 
cos {Cy U) und cos {Cy V), welche für beide Curven bezüglich iden- 
tisch sein müssen, und in welchen E, F, G der einen Curve gleich 
den Ej F , G der andern sind, weil die Coordinaten XjtjyZ beider 
Curven in diesem Punkte dieselben sind. 



6. Krümmung der Flächen. 

§ 58. 

Wir stellen uns nun auch in Beziehung auf diese Darstellung 
der Flächen die Frage: Wie findet man die Richtungen der 
Hauptschnitte, und die grösste und kleinste Krümmung? 
Diese Untersuchung führt auf einen der schönsten Sätze aus der 
Geometrie der Flächen, welcher von Gauss gegeben ist. 

Nehmen wir an, dass irgend eine Curve auf der Fläche gezogen 

du 

sei, deren Gleichung sei w=/'(t;), und bezeichnen wir .- kurzweg 

mit li j j^ mit w". Wollen wir nun die Gleichung der Curve in der 

gewöhnlichen Art der Darstellung haben, wo die drei Coordinaten 
cT, y, z gegeben sind als Functionen einer neuen unabhängigen ver- 
änderlichen Grösse, so haben wir nur in die drei Gleichungen der 
Fläche, welche die Coordinaten als Functionen von u und v aus- 
drücken, statt u einzusetzen die Function f(v). Unter dieser Vor- 
aussetzung bekommen wir 

d^^x d'^x /2 j_dx // _i 9 d'^x , , d'^x 



dx 
dv 


dx r dx 
du dv 


dv 


du ' dv 


dz 
dv 


dz , . dz 
dii' ' cv 



dv^ cu^ ^ du ' cu.cv * cv^ 

d^z d^z ,.y . dz ,. . ^ d^z / , d^z 
dv du^ du ' du,cv ' ov^ 
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Nun ist der Krümmungsradius irgend einer Curve doppelter 
Krümmung nach § 17.: 



I©' + m' + a\ 



_ _ _ J 



Kdy 6^ dz^ dW , /d£ ^ _dx d^z\^ , /dx d^ dy d^xVj 
dv d^ dv dv^) "t" \dv dv^ dv dv^) "*• \dv W^ dv rft?»/ I 



i 



•J -JA 

In diese Formel sind die für ^ , ^ u. s. w. aufgestellten Werthe 

zu substituiren, und dadurch erhält man den Ausdruck für den 
Krümmungsradius irgend einer Curve, die auf der Fläche gezogen ist. 
Wir wollen aber nur den Krümmungsradius eines Normalschnitts 
haben. Wir haben also noch die Bedingung hinzuzufügen, dass die 
betrachtete Curve ein Normalschnitt der Fläche ist, oder, was für 
unsern Zweck denselben Werth hat, wir müssen ausdrücken, dass 
die Osculationsebene der Curve in dem betreffenden Punkte eine 
Normalebene der Curve ist oder dass sie durch die Normale geht. 



§59. 

Die Normale einer Fläche hat die Gleichungen: 

i — x ri-y t—z 

A ~ B ~ C ' 

Denn: die Normale ist eine Gerade, welche normal stehen muss 
auf allen Tangenten, die durch ihren Fusspunkt gezogen sind. Sie 
wird dies thun, sobald sie nur auf zwei Tangenten normal steht. 
Diese beiden Tangenten mögen sein die Tangenten an die Curve ü 
und die Curve T, welche sich in dem gegebenen Punkte schneiden: 
es handelt sich also darum, wenn man die Gleichung der Normale 

finden will, in den Gleichungen —y- = ^^ =^~~? welche ihre 
allgemeine Form sein werden, die Constanten /, m, n so zu be- 

(-< r> r\ 

stimmen , dass sie den beiden Gleichunojen /^ — h^ö h^ö— = 

' • ^ dx ^ oy ^ dz 

und l^'{-mJ^-\-n^ = genügen. Diese Gleichungen ergeben 
^hor l:m:n = A:B:C. Folglich sind die Gleichungen der Normale 

-X 71— y S—2 



ABC 

Die Osculationsebene irgend einer Curve hat die Glei- 
chung « (5 — x) + ß (^— y) + y (6 — ^) = 0; worin nach § 8. 

dy d^z dz dhj ^ dz d^ dx d^j^ dx d^y dy d^x 

" dv'W^ dv'7lv^' ' dv'dv"^ dv' dv^' ^ dv' dv^ dv' dv^ 

ist. Damit also die Osculationsebene durch die N<iY\s:ÄJÄ. ^^:^jis. ^ >k^csss. 
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sein a,^ -\- ß.B -^ y,C = 0, Durch diese Gleichung transformirt sich 
der Nenner in dem Ausdrucke für r, welcher /«^ + /3"^ + y^ ist: 
der Zähler ist einfach (—f oder {Eu'' + 2Fu + G)^ ■ 
;•_ Es ist- 

= {ßC-YBy + {yA-aCy+(aB-ßAy, 
d. i. (a^ + /3' + 7^) {E.G — F'^) = S^, 

wie wir den Ausdruck rechts kurz bezeichnen wollen. 

Multiplicirt man daher Zähler und "Nenner in dem Ausdrucke 
für r mit f/E.G — F^, so wird 

r = g 

Es ist aber 

ßC—yB = 

/dl d^^dx d^\ /dx_ dy__dx dy\ __ (dx d^ __dy d^x \ (dz^ dx^ d± do^ 

^dv dv^ dvdv^^cudv ovdvf \dvdv^ dvdv^/\dudv dv dvJ 

das ist 

oder, wie man auch schreiben kann, 

d^x/j dx y^ n dy _\_r, ^A ^^(a ^*^ _l » ^^V _\ r ^^^\ 

~ d^A^' di'^^'dv^^' di) "M \r' d^^'^^'W^'^^' M ' 

Es ist aber, wenn man für -^- , ^ , ^- ihre im vorigen Paragraphen 

aufgestellten Werthe substituirt: A,^ + B.^ + C.^ =0, und, 
° dv ^ dv ^ dv ^ ^ 

j. d^x d^y d'^z ..... . j 

wenn man die von ^, , ^, , ^^ eintragt , so wird : 

Es wird somit 

(ßC-ySy = (^y {Du^ + 22)'«' + Dy 

und der Nenner 



und da 
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ist, so ist endlich: der Krümmungsradius eines jeden Nor- 
malschnitts 

Q — yiL.G-F ^jj-',_^yw:ü'~+W' ' . 

Die Bedingung für die Nabelpunkte ergiebt sich aus dieser For- 
mel für Q auf der Stelle. Denn da für den Nabelpunkt alle q ein- 
ander gleich sein müssen, und die verschiedenen q in einem Punkte 
sich nur durch die Grösse u unterscheiden, so ist die gesuchte Be- 

dmgung: j) = ]D" = jD^ * 

§ 60. 

Wir beantworten nun "die Frage: Welches sind Maxiraum 
und Minimum von q und zu welchen Werthen von u ge- 
hören sie? 

Da offenbar die YE. G — F^ auf diese Frage des Maximums 
keinen Einfluss hat, sondern es sich nur um u handelt, so wollen 

wir für einen Augenblick y ^ r — F^ ^^ ^ setzen, und jetzt die Maxima 

und Minima dieser Grösse t aufsuchen, so wie die Werthe von u, 
die ihnen entsprechen. Wir haben zu dem Ende die Gleichung für t, 

namlich t = r^ >9 . » w — r , r^v nach ti zu difterentiiren und ^— , = 

zu setzen. Dadurch wird 

Diese Gleichung giebt die Werthe von w', welche zum Maximum 
und Minimum von t gehören, und die Gleichung für t, welche wir 

jetzt so schreiben können: t= j. 'Tj)* g^^l^^; wenn man in sie die 

beiden für u gefundenen Werthe einträgt, das gesuchte Maximum 
oder Minimum. 

Wir können aber auch für t eine Gleichung herstellen, welche 
von u ganz frei ist. 

Die Gleichung Eu -^ F = {Du -{- !)')( multipliciren wir auf bei- 
den Seiten mit u , wodurch wir erhalten Eu"^ -{- Fu = [Bu'^ + D' u) t^ 
und diese Gleichung subtrahiren wir von der zuerst für t aufgestellten 
i:w'2 + 2i^V-f 6^ = (/?w'2_^2i>'t/ + i>'V, wodurch wir folgende 
zweite Gleichung für t erhalten Fu -\- G ^= {B'u' -\- D")tj aus welcher 
wir vermittelst der schon oben erwähnten Gleichung 

Eu + F = {Du + B')t 

die Grösse u eliminiren. Dadurch entsteht folgende Gleichung für t: 
(E—Dt) {G — D"t)-'(F- D'ty = 0, welche geordnet so lautet: 

{DD"—D"^)i'^ — {ED"-2FD' -f GD)t -f EG-^F^ = 0, 
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und setzen wir endlich hierin statt t 



so erhalten wir fol- 



gende quadratische Gleichung in (), deren Wurzeln die beiden Haupt- 
krümmungsra.dien Qy^ und q^ si^d: 

q^{DD''—D'^) — q}/e7g^^^^{ED"--2FD' + GD) + {EG-F^f = 0. 
Die zugehörigen Werthe von u erhält man aus: 

t/'2 {FD - ED') -\-u\GD— ED") + G D' — FD" = 0. 



§ 61. 
Das Product der beiden Hauptkrümmungsradien ist 

oiienDar Qi» Q2 = TiTi" T)'a * 

Gauss hat nun gezeigt, dass der Nenner dieses Ausdrucks eine 
merkwürdige Umformung zulässt, dass er sich nämlich ganz durch 
E, Fy G und die Dififerentialquotienten dieser Grössen nach u und v 
ausdrücken lässt. Disquisitiones generales circa superficies curvas. 
Comm. Gott. rec. 1828. Wir erwähnen für unsern Zweck einen Satz 
aus der Algebra, welcher ebenfalls von Gauss herrührt, dass näm- 
lich das Product zweier Determinanten sich wieder als Determinante 
darstellen lässt, z. B. zwei Determinanten des dritten Grades: 



a 


b 


c 




a 


ß 


Y 


a 


b' 


c 


% 


r 
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ß' 


y 


ff 
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b" 


ff 

c 




ff 
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ß" 


7 



ff 



aa + öt'/3 -f- a y 

f \ f O' \ ff t 

aa + rt /S '\- a y 

ff I / a'' I " 

aa + ^ P + öf y 



fi 't 



ba + b'ß' + b''y 
ba + b'ß" + b"y 



ff if 



ca -f- c ß + c'y 

f I t nf \ ff r 

ca -\- c ß -f- c y 

ff I / /yff I // 

ca -f- c ß -f- c y 



// // 



Es ist nun 
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du 

_ d^ 
du^ du 



D' 



d^x 



dv 

dy 

dv 

d_z_ 
dv 

d^y 



D" 



dy 

dv^ 
dx 

du 

dx 

dv 



du. dv du. dv 



dx 

du 
dx 
dv 



dy 

du 

dy 

dv 



c^z 




du. dv 




dz 
du 




dz 




dv 





d^y 

dv^ 

dy 

du 

dv 

d^x 

du. dv 

d'y 

du. dv 

_dy__ 

du. dv 



d^z 
dv^ 

d_z_ 
du 
dz_ 
dv 

dx 
du 

dy 
du 

d_z_ 

du 



und 



dx 

dv 

dy 

dv 
dz 
dv 



Bildet man nun DD" und D"^ ^ so kommt man ausser bekannten 
auf Ausdrücke von folgender Art, wobei H die Summe von Gliedern 
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bezeichnet; welche in Bezug auf y und z so gebildet sind, wie das 
unter dem Symbol 21 stehende in Beziehung auf x\ 

^ du^ ' dv^^ lerner ^^^ • ^^2 

f /^OC t) üß\ \ ( f7)2ß () <X^ ^ i /?) 'Xj\\ \ 

^\ dv du.'dv'dv) ^\ dv' ^ du M 



3 f (M^^ 



m) 



du 



^d^x dx 

^ du^' d 

ferner 

'VT dx ^ d^x 
^ 'du' du. dv 



l-2{ 



ps(dx dx\ 
^\dudvf 



du d 
du 



i 



dv J 



2y / d'^x Y 
\du.dvf ' 



»2 



(©') 



dv 



2: 



dx d'^x 



dv du. dv 



i2 



iO') . 



du 



also wird, weil man das Zeichen 2J unter das Differentialzeichen d 
setzen kann: 



B.D" 



^d^d^ 
^mJ du^ dv^ 



dv * 



du 



1 



dE 



])"i 



"^ du 

dF_idE 

du ^ dv 

y/ d'x Y 

jiLJ \du. dv) 

, dE 



E 



dG 

dv 

F 
G 



und 



h 



dv 

dG 

du 



^ dv 



E 
F 



.dG 

"^'du. 

F 
G 



Bildet man nun die Differenz B,D" — D"^ ^ so erhält man ausser 
Gliedern, welche nur die Grössen E^ F, G und deren Differential- 
quotienten enthalten, noch folgende Differenz: 

Es kommt also nur noch darauf an, folgende 



^ /d^ d^ _ (^x\^\ 
j^\du^'dv^ \du.dv) ) 



durch die genannten Grössen auszudrücken. 
Das Product 



c^x ex 
du^ dv 



_'a-:i9 Ami 



du 



dv 
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giebt, nach v differentiirt 



c^xd^x , o^x dx ^dn dv/ . \\du^ / 

dv^dv^'^du^.cv dv du.dv ^ dv'^ 

Das Product 

c^x ex . \Sdvf ) 

du, d'ü dv * du 

giebt, nach u dififerentiirt 

/ d^x Y , d^x . ^ ^ 1 ^' ySv) ) 

^u. dv/ * du^»dv dv ^ du"^ 
Diese Gleichung von der vorigen subtrahirt, ergiebt 



((19') ''(iii) ,»'((ä3') 



aM "- 



d^x d^ _ ( d^x Y ^ _ . \\dv^ ) , \du d vf . 

dü^' dv^ \du.dv) ~ * dW^ "^ du dv~ ^ dv^ ' 

also wird die gesuchte 

^/a^ d'^x ( d'^x y\ ^ 1 ^'^ I ^!Z___i?!^' 

^ vaw« *av« va?*. at?/ / ^ du^ ' äw. dv ^dv*' ' 

Es wird also endlich 

' Vw av " dv du du du dv dv '~^ du dv' 

' Vaw du dv du ' Vav'' / 

'2 (Fr PA(^'^ 9 ^'^ -L^'^^ 



§ 62. 

Wenn wir nun zwei Flächen betrachten, deren Gleichungen fol- 
gende beiden Systeme sein mögen: x=^f{u,v) y=f{{u,v) z^=f^{uyV) 
und x = F{uyV) tj = F^iUfV) z = F^iUjV), so erhalten wir für jedes 
Werthepaar t/, v einen bestimmten Punkt auf der einen und einen 
bestimmten Punkt auf der andern Fläche. Es entspricht also im 
Allgemeinen jedem Punkt der einen Fläche ein Punkt der andern 
Fläche. Dieses Correspondiren der Punkte ist ein ganz eigentüm- 
liches, wenn der Fall eintritt, dass die Grössen, welche wir oben 
mit Ej F, G bezeichnet haben, in beiden Flächen denselben Werth 
haben. Alsdanil ist nämlich der Ausdruck für das Curvenelement 



J/Edu^ + 2Fäudv + Gdv^ auf der einen Fläche identisch gleich dem 
/är das Clement der correspondirenden Curve auf der andern Fläche. 
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Folglich haben entsprechende Gurven auf beiden Flächen gleiche 
Längen, sobald die drei Grössen E^ F, G für beide Flächen dieselben 
sind. Da aber in diesem Falle die eine Curve gleich der andern ist, 
so kann man sie immer sich so gebogen denken, dass sie auf die 
erste gelegt werden kann. Bestehen also die erwähnten drei Be- 
dingungen, so kann man sich die eine Fläche durch Biegung der 
andern in der Art entstanden denken, dass keine Curve bei der 
Biegung ihre Länge verändert hat. 

Da andrerseits nach dem vorigen Paragraph das Product der 
beiden Hauptkrümmungsradien allein von den Grössen Ey Fy G ab^ 
hängt, so muss es, wenn diese Grössen für die beiden vorliegenden 
Flächen identisch sind, ebenfalls für beide Flächen gleich sein und 
zwar in je zwei entsprechenden Punkten der beiden Flächen, d. h. 
in je zwei Punkten, welche zu demselben Werthepaar u, v gehören. 
Demnach haben wir folgenden, von Gauss aufgestellten, merkwürdigen 

Lehrsatz: Wenn von zwei Flächen die eine eine Bie- 
gung der andern ist, so ist in je zwei entsprechenden 
Punkten das Product der Hauptkrümmungsradien für 
beide Flächen gleich. 

Anmerkung. Dieser Lehrsatz führt auf die Untersuchung 
derjenigen Eigenschaften der Flächen, welche bleiben, 
wenn man die Flächen biegt. Dahin gehört z. B. folgender 
Satz: Wenn man auf einer Fläche zwei Punkte A und B durch eine 
kürzeste Linie verbindet, so bleibt diese Linie die kürzeste zwischen 
den beiden Punkten, wie man auch die Fläche biegen mag. 

Ein ganz specieller Fall dieser Biegung der Flächen ist schon 
von Euler behandelt worden, und nach ihm von Monge und einer 
grossen Anzahl Mathematiker, Diese haben nämlich schon früher 
diejenigen Flächen betrachtet, welche durch Biegung einer Ebene 
entstehen. Solche Flächen nennt man abwickelbare Flächen, 
weil man ihre einzelnen Theile ohne Falte und Riss in eine Ebene 
aufrollen kann. Für sie folgt sofort, dass das Product ihrer beiden 
Hauptkrümmungsradien unendlich ist, weil bei einer Ebene alle, 
auch die beiden Hauptkrümmungsradien unendlich sind. Nach der 
Gleichung für die beiden Hauptkrümmungsradien (§ 50.) ist aber ihr 

Product gleich f 2^ * Dieser Ausdruck wird allgemein gleich 

unendlich, wenn der Nenner Null wird. Dies ist die^lDifferential- 
gleichung aller abwickelbaren Flächen, nämlich rt — 5^ = oder 

g^ • ^ — (ö — 07) = 0. Diese partielle DiflFerentialgleichung zweiter 

Ordnung integrirt, giebt die endliche Gleichung ^ller abwickelbaren 
Flächen. 
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§ 63. 

Ein zweiter Satz von Gauss beantwortet die sich leicht darbie- 
tende Frage: 

Giebt es für die Flächen etwas, was der Krümmung 
der Curven entspricht? 

Untersuchungen, die sich auf Elasticität beziehen, haben einige 

Mathematiker veranlasst, den Ausdruck — | — als Krümmung der 

Fläche anzusehen; aber diese Analogie ist, vom geometrischen Stand- 
punkte aus wenigstens, nicht stichhaltig; Gauss hat eine vollständige 
Analogie aufgefunden durch folgende Untersuchung: 

Man denke sich eine ebene Curve und irgendwo mit dem Ra- 
dius 1 einen Kreis beschrieben, siehe Fig. 19. Man ziehe zwei Nor- 
malen der Curve in benachbarten Punkten und dazu zwei parallele 
Radien des Kreises. Der Curvenbogen zwischen den beiden Nor- 
malen heisse s, der entsprechende d. h. zwischen den beiden parallel 
gezogenen Radien eingeschlossene Kreisbogen heisse ö. Dann ist 
offenbar der Winkel der beiden Normalen gleich dem Winkel der 
beiden Radien, d. h. gleich ö. Der Winkel der beiden Normalen 
ist aber andrerseits derselbe, welchen die zugehörigen beiden Tan- 
genten der Curve mit einander bilden: mithin ist gleich dem Con- 
tingenzwinkel. Daraus geht hervor, dass man die Erklärung des 
Krümmungsradius, die man gewöhnlich giebt, nämlich Bogenelement 
durch Contingenzwinkel, auch so angeben kann: der Krümmungs- 
radius einer Curve ist gleich dem unendlich kleinen Bogen s, divi- 
dirt durch den unendlich kleinen Bogen ö des Kreises; und folglich 

ist die Krümmung der Curven = lim — • 

° s 

Dies lässt auf der Stelle eine Erweiterung für die Flächen zu. 
Man denke sich irgend eine Fläche und eine Kugel vom Radius 1. 
Auf der Fläche nehme man irgend ein begränztes Stück an und ziehe 
entlang der Gränze desselben Normalen zur Fläche. Man ziehe ferner 
vom Mittelpunkte der Kugel Strahlen, die diesen Normalen parallel 
sind, wodurch man auf der Kugel ebenfalls ein begränztes Stück 
erhält. Das Flächenstück sei wiederum s, das auf der Kugel ö. 
Denkt man sich beide Stücke unendlich klein, so nimmt Gauss wie- 

derum den Quotienten — als Krümmung der Fläche an; also 

s 

Krümmung der Fläche = lim — • 

° s 

Diesen Quotienten wollen wir nun in der gewöhnlichen Art aus- 
drücken und schieben für diesen Zweck noch Einiges ein. 

Die Gleichung der Kugel, deren Radius 1 ist, sei 6^ + ^^ + §^ = 1 . 
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Denken wir uns die Coordinaten S ^ 5 a-ls Function zweier neuen 
Variabein u und v gegeben, so können wir (nach § 59.) die Cosinus 
der Winkel; welche die Normale N mit den drei Axen bildet, so 
schreibe» : 

cos (^yV, X) — A.A — Ä, j^^ ^^ ^^ ^j 

cos(^yv,j^;_ A.// — A ^^^ ^^ ^^ ^^1 

cos {N, z) = i.c = k ||i.|^^|i.|^| 

Da aber der Radius zugleich die Normale der Kugel ist, und er 
durch den Anfangspunkt und den Punkt S i? S g^l^t, so sind diese 

drei Cosinus andrerseits ~ , — ? t oder 5, ri, g. Da nun 5^ + 1?^ + S* = 1 

ist, so muss auch A^ fÄ^-^-B'-^C^X = l sein. Andrerseits muss auch, 
weil g.g + 1^.1^ + g.g=l ist, l S^lA + riB + t,C) = 1 sein. Dar- 
aus folgt: lA -^ 7iB -^ t,C = ■/A'^+'B'^ + C'^] und somit auch 
{^A + 7iB + ^C} du dv = y~Ä^~+T^~^^ du dv, 

d. h. (§. 55.) gleich dem Flächenelement irgend einer Fläche, welche 
hier eben wegen der Gleichung S^ + ^^ + 5^ = 1 die Kugel ist. 
Wir haben also: Drückt man die drei Coordinaten S; ^> 6 
der Kugel 5^+?2^ + §^=l durch zweiGrössen u und v aus, 
so ist das Oberflächenelement der Kugel gleich 

k'(^M — ^.^\ 4. r^{^A^_^^\ M t (^^ — ^i^M du dv 
r\dudv dvdu/'^'\dudv dv ctiJ ^ ^ \du dv dv dJ) "" ' 

Diese Formel wollen wir noch ein wenig transformiren und zwar 
mittelst folgender Betrachtung: es seien A, B, C drei ganz beliebige 
Functionen von u und v: dann kann man offenbar immer unser 

VA^ + B^ +'(ß ^ Vä^'+W+C' VA^ + B* +~C* 

setzen; denn alsdann ist 5^ + i2^ + £^ === 1. Bezeichnen wir nun 

durch A, so wird 



K^2 + J?2 + 6'2 



du ^1* ' ' du dv dv '^ dv 

d_n 2 ^ _J_ ^ ?A ^ 2 ?— I pd^ 

du du ~^ du dv dv ~^ dv 



u. s. w., folglich wird 

d^ dri cridi 



du dv du dv 

du 



-^2 \dAdB_dAdBi 4- A— \a^^ ^B—\ 4- A ^ Iß^^j--^ 

Wu dv dv du) ' du i dv cv) ' dv \ du ^ ^ 
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und ähnlich 

drj dt ^ ^ __ 

du dv du dv 

-2 \dBd^_dB_d^\ , jd_l_ \r.dC_ dm . .H {rdB_ j^dG) 

^ \d^ dv dv du) '^ ^ du i dv ^ dv) '^ ^dvr du '^ d.uS' 

und 

dJ_H_Hdt^^ 
du dv du dv 

(du dv dv du) ' du i dv ' dv) ' dv \ du du) 

Multiplicirt man diese Gleichungen links mit g, 5; ^ u"d rechts 
mit den äquivalenten AC', XA, kB, und addirt dann, so fallen rechts 
alle Glieder weg, welche dann in A^ multiplicirt sind, und es wird 

folglich, wenn man noch statt A seinen Werth i/2i^JrB^^4^& einsetzt 

^\dudv dudv/'^ '\dudv du dv/ '^ ^ \du dv du dv/ 

' \du dv dv du/) 

Was nun für beliebige Functionen A, B , C gilt, muss auch für 

^ = |^|i_p.|? u. s. w. gelten, d. h. man erhält das Ober- 
dudv dudv ° ' 

flächenelement der Kugel 

\du dv dv du/~^ ^du dv dv du/^ ^du dv dv du/ ^ -, 

(^2 + ^2 + O^)*^ 
worin A, B, C die oben festgesetzten Werthe haben. 

Das Element der vorliegenden Oberfläche ist aber 

=^ {A- -\- B'^ -{- (P-yäudv. Dass dies zugleich zwei entsprechende 
Elemente auf der Oberfläche und der Kugel sind, übersieht man 
daraus, dass die Gleichungen der Normale der Fläche 

-X 7j—y t-z 



ABC 
sind, also die einer zu ihr durch den Anfangspunkt der Coordinaten, 
d. h. durch den Kugelraittelpunkt gezogenen Parallele 4=^ = 5' 
und wenn §, iy, g Punkte der Kugel sein sollen, so muss 
y A B ^ C 



VA* + JB« + C« ' VA^ + £« + C2 VA* + 5« + C7« 

se/n^ Wie oben, Demgemäss findet man folgenden Ausdruck für die 
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Krümmung einer Fläche 

V^w dv dvduf~^ \du dv cv du' ~^ \du dv dv du/ 

Um diesen Ausdruck zu interpretiren ; nehmen wir an, die 
Gleichungen der Fläche seien in folgender Form gegeben 

z=f{u, v) x = u y = v. 

Alsdann wird A = iß-^J- — tt^q- oder = — ^ oder A= — p\ eben- 

dx dy cxoy ex ^ ' 

so i? = — ^, C' = 1; folglich 

dA dA dB cB 4 cG . dC r, 

cu ^ cv ' ctc ' cv ' cu cv 

Dadurch wird die Krümmung der Fläche 

d. 1. = 



a + p' + g:'7 Qi-Qz 

oder gleich dem reciproken Werth des Products der beiden Krüm- 
mungsradien. 

Wir haben zugleich den Satz gefunden: Wenn man ein unend- 
lich kleines Oberflächenelement durch einen beliebigen Contour be- 
gränzt, und man zieht die Strahlen der Hilfskugel, die den Nor- 
malen der Fläche längs des Contours parallel sind, wodurch man 

ebenfalls ein Oberflächenelement auf der Kugel erhält, so ist der 

p. . Kugeloberflächenelement 

i^^uotient r^UovflaniioTioi^^+r" 



Überflächenelement Product der beid. Hauptkrümmungsradien 
oder in unsern Zeichen - = Denn beide Ausdrücke ereben 

S 91.^2 Ö 

die Krümmung an. 

Dies ist ganz analog dem, was wir bei den Curven gefunden 
haben. 

Verbindet man dieses Resultat mit dem des vorigen Paragraphen, 
so findet sich: 

Wenn man eine Fläche biegt, so ändert sich ihre Krüm- 
mung (in diesem Sinne genommen) nicht. 

§ 64. 

Von den Krümmungscurven. Man denke sich in irgend 
einem Punkte a auf der Fläche die beiden Haupttangenten der Fläche 
gezogen, nämlich diejenigen beiden Tangenten, welche mit der Nor- 
male zusammen die Hauptschnitte bilden. Diese beiden Tangenten 
stehen auf einander normal. Jede der beiden Tangenten hat mit der 
Fläche noch einen zweiten unendlich nahen Punkt gemein: dieser 
sei bei der einen Tangente h. Zieht man in diesem Punkte h wie- 
derum die beiden Haupttangenten, so wird die ^v\sa nwv '^^kcä». xöj^» 
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der Tangente, die durch a und b geht, beinahe zusammenfallen, die 
andre auf dieser beinahe normal stehen. Die beiden zweiten Haupt- 
tangenten sind den ersten beiden zwar nicht parallel, weichen aber 
nur unendlich wenig von ihnen ab. Geht man ebenso auf derjenigen 
der zweiten Haupttangenten, welche der Tangente ah entspricht, 
vom Punkte h zu dem unendlich nahen Punkte c, welchen sie noch 
mit der Fläche gemein hat, und zieht auch in diesem die beiden 
Haupttangenten, so gilt von ihnen in Bezug auf das System der 
zweiten Haupttangenten, was von diesem in Bezug auf das System 
der beiden ersten gilt. Geht man daher in der Haupttangente, welche 
der hc und ah entspricht, vom Punkte c zu dem auf ihr liegenden 
benachbarten Punkte d und fährt immer so fort, so bekommt man 
für den Ausgangspunkt a aus der ersten Haupttangente eine Curve 
auf der Fläche, und folglich auch eine aus der zweiten Haupttan- 
gente. Die charakteristische Eigenschaft dieser Curven ist, dass jede 
ihrer Tangenten Haupttangente in dem betreflfenden Punkte ist. Im 
Ausgangspunkte schneiden sich daher die zu ihm gehörigen Curven 
normal. Man kann folglich, wenn man nacheinander alle Punkte 
der Fläche zu Ausgangspunkten wählt, auf jeder Fläche zwei Systeme 
sich rechtwinklig schneidender Curven ziehen, die die Eigenschaft 
haben, dass sie in jedem Punkt die Haupttangenten der Fläche be- 
stimmen. Diese Curven nennt man Krümmungscurven. 

Das einfachste Beispiel bieten die Umdrehungsflächen dar. Die 
Hauptschnitte der Umdrehungsfläche sind der Meridian und derjenige 
Schnitt, welcher den Parallelkreis berührt und durch die Normale 
geht. Krümmungscurven sind also der Meridian und der Parallelkreis. 

Bei einem geraden Cylinder mit einer beliebigen Basis ist der 
eine Hauptschnitt jedesmal eine Seite, der zweite eine Ebene parallel 
zur Basis. Die Krümmungscurven sind hier die Seiten und die der 
Basis parallel gehenden Curven. 

Aufgabe. Die Gleichung der Krümmungscurven auf- 
zustellen. 

Wir nehmen dazu die Form an: x, y, z gegeben als Functionen 
von u und v. Es ist alsdann unsre Aufgabe nur, eine Gleichung 
zwischen u und v zu finden. Die Bedingung der Krümmungscurve 
ist die, dass ihre Tangenten Haupttangenten der Fläche sind. Die 
Tangente einer Curve in irgend einem Punkte hängt aber (§ 56.) ab 

von dem betreffenden Werthe des -^* Die Bedingung dafür, dass 

eine Linie, hier die Tangente an die Krümmungscurve, Haupttan- 
gente an die Fläche sei, ist aber nach § 60. extr.: 

u"i {FD— ED') + u {GD- ED") + GD' — FD" = 0. 

Dies ist daher jzugleich die Differentialgleichung für die 
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Krttmmangscarven. Diese Gleichung zweiten Gradea erster 

Ordnung löse man nach ^ auf. Die beiden verschiedenen Werthe, 

welche man dafür findet , hat man zu integriren, und erhält dadurch 
zwei endliche Gleichungen, von denen jede wegen des in ihr ent- 
haltenen willkürlichen Parameters ein System von Curven darstellt; 
und zwar bezieht sich die eine Gleichung auf das eine System von 
Krümmungscurven, die andere auf das zweite. 

Ist z als Function von x und y gegeben, d. h. hat man z = fix^ y) 

oder z ^=^f{u, v) x = u y = v, so wird ^ =T~ -^ = — P ^ = — 9 

C=lE=\+p*'F = pqG^l-\'q^D = rD' = s />" = /; also 
wird die Gleichung der beiden Krümmungscurven für diese Form 
der Gleichung der Fläche folgende: 

dx\pqr^ (l+i?2) s)-\'dx . dy{(\+q'') r— (1+p') t)-\-dy\{\+q'')s^pqt) = 0. 

Hierin sind Pj q, r, s, t Functionen von x und y allein; .ein etwa 
darin vorkommendes z hat man mittelst der Gleichung der Fläche 
z = f{xyy) zu eliminiren. Integrirt man daher die gefundene Diffe- 
rentialgleichung, so erhält man, allerdings nicht die Krümmungs- 
curven selbst, sondern ihre Projectionen auf die Ebene der a;y, zu 
welchen man die Gleichung der Fläche zu nehmen hat, um die 
Gleichungen der Krümmungscurven selbst zu finden. 

§65. 

Beispiel 1. Von der Schraubenfläche (§ 53.) 

z = a.u y = v. sin w a: = r. cos u 

die Krümmungscurven zu finden. 
Man hat 

dz dy dx 

^- = a -^ = j; cos 1/ ^— a= — t; sin u 

du du du 

d^z n d^y - d^x 

0-1 = ö-i = — vsmw ö-« = — V cos ^ 

du^ du^ du* 

dz p, dy ' dx ^ 

- ==0 ^ == sin w ö- *= cos U 

dv dv dv 

dv^~ dv^~ du^ 

d^z f. d^y a»Ä 

- — — = K— ^ = cos u ö— ö~ =*= — sm M. 

dudv dudv dudv 

Mithin wird: ^ = — « sin w B = a cos u C = -- v j^ = «^ -f- 1?^ 
F=0 (? = 1 i> = ff = a D" = 0. Also die Gleichung für 
die Krümmungscurven — u'^ a («^ -f- r^) + « = oder 

^'2 __ _^ — Q^QY du = + .j =^ • 

JoAcmMsTHAL , Auwcnduiig d. I)iffeT«TiUa\TQcViTi. *^ 
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Demnach ist 

U=c± f^^^^ =^c±l{v + j/a'^ + .-> 

Diese Aufgabe ist bedeutend schwieriger zu lösen für die Form 
z = a. Are tff — • 

2) Die Krümmungscurven auf den beiden Paraboloi- 
den zu suchen, deren Gleichungen man zusammen so schreiben 

kann 2z = — + ^ • Hier istp = - g =\ r=- s=0 t = t - 

Demnach wird 

oder, wenn man mit a^b^ multiplicirt 

hxy dx^ 4" d^dy fahip — a) -\-' ay'^ — bx^\ — axy dy^- =f= 0. 

Um diese Gleichung zu integriren, was geschehen kann, indem man 
sie auf die sogenannte Clairautsche zurückführt, deren Normalform 

y z=zyx -\- (p (y) WO y = -^ und deren Integral y = c. x -\- (p (c) ist, 

multipliciren wir unsre Gleichung mit x.y^ worauf wir sie so schrei- 
ben können: 

b .y'^ {x .dx)^-]- lab (p — a) -{- ay'^ — b xH{xdx){ydy) — ax'^{y.dyy=0, 
oder o:^ == g, y"^ = rj gesetzt, 

b.ri{diY+{ab{b-'a)-{-ari^b^d^,dri-^a^.{driy = 0, 
Hieraus aber findet man: 

rj {b.d^'^ + a dl dri) = g {bd^dri + a dtf) -\'nb{a — b)dldri 

oder endlich; wenn man ^ = i^' setzt, 

und demgemäss hat man 

n = Cl + abCa-h)^--^ oder y^ = C^--' + «4^^^.<^- , 

wo C die willkürliche Constante ist. 

Diese Gleichung liefert die Projectionen der Krümmungscurven 
des elliptischen oder hyperbolischen Paraboloids, je nachdem a und 
b gleichstimraig oder entgegengesetzt sind. Diese Projectionen sind 
Ellipsen, wenn C negativ ist, Hyperbeln, wenn C positiv ist. Man 
übersieht auf der Stelle, dass in der That durch jeden Punkt der 
PJäche zwei Krümmungscurven hindurchgehen. Denn will man die 
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willkürliche Constante C so bestimmen, dass die Krümmungseurve 
durch den gegebenen Punkt x^ y^ Zq der Fläche hindurchgeht, so ge- 
schieht dies , indem man in die für die Krümmungscurven gefundene 
Gleichung y^ und Xq statt y und x einsetzt , und danach den Werth 
der Constanten C bestimmt, welcher somit ein doppelter wird, weil 
sich eine Gleichung zweiten Grades für C ergiebt. 

Ganz ähnlich findet man die Krümmungscurven derjenigen 
Flächen zweiten Grades, welche einen Mittelpunkt haben. 



§66. 

Wir losen nun noch das Problem, die Differentialgleichung 
der Krümmungscurven für die Form F{xjy,z) = abzu- 
leiten. Man denke sich auf einer Fläche eine Curve gezogen, 
und gehe von einem Punkte der Curve Xy y, z auf den nächsten 
X -{^ dXf y -{- dy, z -\- dz über. Dadurch, dass beide Punkte auf 
derselben Fläche nicht nur, sondern auf derselben Curve liegen 
sollen, haben die dxy dy, dz nicht beliebige unendlich kleine Werthe, 
sondern sie müssen ausser der Differentialgleichung der Fläche auch 
noch der der Curve genügen. Man sagt in diesem Falle: man führt 
die Differentiation aus entlang der Curve. 

Zur Auffindung der Hauptschnitte und Hauptkrümmungsradien 
dienten uns früher die Formeln (9) § 48., von denen die erste ist: 

X Y cos a + -F. — ^— cos ß + ö— ^- cos y + 6. cos « + £ . -^- = 0. 
dx^ ' ooc.dy ' ex. dz ' ' * dx 

Hierin sind a, ß, y die Winkel, welche die Tangente an einem der 
beiden Hauptschnitte mit den drei Axen bildet. Diese Tangenten sind 
zugleich die Tangenten an die Krümmungseurve. Die Cosinus dieser 

Winkel sind aber -^ , ^, r-, wenn sich dx, dy , dz auf Ver- 
rückungen innerhalb der Krümmungscurven beziehen. Setzen wir 
diese Werthe in die obige Gleichung ein, so wird sie sich nun auf 
die Krümmungseurve beziehen. Schreiben wir dabei statt a ds wie- 
der a' der Kürze wegen, so wird die Gleichung 



^'^,ax + /-l^ dy + t^^.dz -f a. dx + a\^ = 0, 
ex- ' dx.dy ^ ' ex. dz ' ' dx ' 



oder 



.i/oF\ , ^ i ^ oF 

^\^) + a.dx -\- a .-77-- 

\dx^ ^ ' dx 



0. 



Die andern beiden Gleichungen in (9) § 48. geben entsprechend 



.'H. 
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und 

.(g)+.... + e'.g = 0. 

Eliminirt man e und e' , so bekommt man 

Entwickelt man die d\^fy d\^fy ^(^/' ^^ erhält man einen 

Ausdruck , in welchem — - , ^— , 0— in der zweiten Dimension vor- 

' ex ' dy dz 

kommen. Daraus hat man dz und z zu eliminiren, um auf eine 
Gleichung zu kommen, die nur x und y enthält. Diese Elimination 
geschieht mittelst der Gleichung der Fläche F(x, y, z) = und ihrer 

Diflferentialgleichung ^ dx -{- -r— dp -{-^ = 0^ weil nicht blos der 

Ausgangspunkt der Krümmungscurven, sondern alle ihre Punkte auf 
der Fläche liegen sollen. 

Hieraus kann man noch eine andere Gestalt der Gleichung der 
Krümmungscurven für den Fall leicht ableiten, dass die Gleichung 
der Fläche in der Form z=/^(x^ y) gegeben ist. Es ist nämlich 

alsdann F = f(x,y) — z, also ||^ =jt?, |^ = ^, H'c^: — 1, also 

wird hiernach die Gleichung der Krümmungscurven 

dp iqdz -f- dy\ -f- dq f--dx — pdz\ = 

oder, wie man auch schreiben kann 

pdz + dx qdZ'\'dy 

dp dq^ 

Diese Gleichung ist natürlich identisch dieselbe wie die in § 64.; denn 
man hat dz = pdx -\' qdy y dp = rdx + sdy, dq = sdx + tdy. Sie 
ist bequemer für einige Untersuchungen, z. B. für die Lösung der 
folgenden Frage. 

§ 07. 

Ist es möglich, dass eine Fläche eine ebene Krüm- 
mungscurve haben kann? und in welchem Falle? Ange- 
nommen, es gebe in einer Fläche eine ebene Krümmungscurve, so 
machen wir die Ebene derselben zur xy Ebene. Dadurch wird offen- 
bar dz = Oy was auch dann noch der Fall ist, wenn die Curve in 
einer Ebene liegt, welche der a;y Ebene parallel liegt; denn alsdann 
ändert sich z nicht. Die Gleichung der Krümmungscurven (v. § 66. extr.) 
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geht also über ^^ ^ = ^ ' Ist die Gleichung der Fläche z = f^x, y), 
so ist die Gleichung der ebenen Curve = / {xy y) , und wenn man 
dies diflferentiirt; so wird === p.dx -^ f/ ,dy] also wird -, - einer- 
seits = — — , andreröeits = ^] folglich hat man für diese Flächen 

die Gleichung /?.e/j9 -\- q,dq = 0^ welche integrirt giebt j?^ -f- ^^ = c; 
d, h. die beiden Functionen p und q müssen für diesen Durchschnitt 
mit der xy Ebene die Eigenschaft haben, dass die Summe ihrer 
Quadrate constant ist. Man kann dies auch geometrisch so aus- 
drücken: * 
Da die Gleichung der Tangentialebene T folgende ist : 

t—z=p{l^'-x) + q{n-V)^ 
also 



cos C J, xy Ebene) = ,, ^ -== , 



so muss in gegenwärtigem Falle die Tangentialebene gegen die 
xy Ebene oder gegen den Schnitt eine constante Neigung haben. Mit 
andern Worten: 

Wenn eine Krümmungscurvc eben ist, so bilden die 
Tangentialebenen entlang der Krümmungscurvc mit der 
Ebene der Krümmungscurvc einen constanten Winkel. 

Der Satz gilt auch umgekehrt: Bilden die Tangential- 
ebenen einer Fläche entlang einer ebenen Curve derselben 
mit der letzteren einen constanten Winkel, so ist dies 
eine Krümmungscurvc. 

Beweis. Die ebene Curve sei die a:y Ebene; dann findet fol- 
gende Gleichung statt: dz = oder p.dx -\- q.dy = 0. Da ferner 
die Tangentialebene mit dieser Schnittebene einen constanten Winkel 
bildet, so ist {p'^ -{- q^ = c oder) pdp -{- qdq = 0. Diese beiden 
Gleichungen befriedigen aber die am Ende des vorigen Paragraphen 
aufgestellte Gleichung der Krümmungscurven. 

Bei den Rotationsflächen umhüllen die Tangentialebenen entlang 
des Meridians einen Cylinder, von welchem der Meridian normaler 
Schnitt ist. Bei den Parallelkreisen umhüllen sie einen Umdrehungs- 
kegel und sind ebenfalls alle gegen den Schnitt gleich geneigt. 

Die Hauptschnitte einer Fläche zweiten Grades sind sämmtliche 
Krümmungscurven. Denn die Tangentialebene ihnen entlang steht 
immer normal auf ihnen. 
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7. Die Theorie der geradlinigen Flächen. 

§68. ■ 

Erklärung. Eine geradlinige Fläche ist eine solche, die 
durch Bewegung einer Geraden entstanden ist. Dahin gehören die 
allgemeinste Cylinder- und die allgemeinste Kegelfläche , und zwar 
gehören diese der einen der beiden grossen Gruppen dieser Art 
Flächen an; in der andern, welche wesentlich von dieser ersten 
unterschieden., ist, befinden sich Flächen wie das geradlinige Hyper- 
boloid und das geradlinige Paraboloid. 

Aufgabe. Die allgemeinste Gleichung der geradlini- 
gen Flächen aufzustellen. 

Die Gleichungen der Geraden seien in der Form gegeben 

I — a.ÄJ-t- welche sie immer annehmen können. Dann werden 
f^ = aj . 2/ + &i ' 

diese Gleichungen die einer geradlinigen Fläche ergeben, wenn in 
ihnen die Constanten a, b, a^, bi als Functionen irgend eines Para- 
meters t gegeben sind, und man diesen Parameter aus ihnen elimi- 
nirt. Sind diese Constanten die allgemeinsten Functionen, so erhält 
man durch Elimination des Parameters die allgemeinste geradlinige 
Fläche. 

Dieser Parameter, den wir eliminiren, kann eine der Grössen 

a, b, flr, , &i selbst sein. Denn wenn a eine Function von t ist, so 

ist auch t eine Function von «, und wir können somit die andern 

Constanten als Functionen von a ansehen. Somit können wir die 

allgemeinste Gleichung einer geradlinigen Fläche so schreiben 

1^ = «.03 + F{a) 
b = qp (a). y + f{a) 

Wollen wir die Gleichung dieser Fläche so haben ^ dass x, y, z 
als Functionen zweier unabhängigen Variabein sich darstellen, so 
gehen wir von folgender Gleichung der geraden Linie aus: 

a b c 

In dieser Gleichung mögen §, i^, g, a, &, c Functionen einer Grösse 
u sein; durch die Elimination dieser Grösse würde man die gerad- 
linige Fläche so wie vorhin erhalten. Wir können für die fernere 
Entwickelung immer annehmen, dass die Grössen a,b,c der Glei- 
chung genügen: a'^ -\- b^ -\- c^ = 1 , d. h. dass sie die Cosinus der 
Neigungen sind, welche die gerade Linie mit den drei Axen bildet; 
wäre dies nicht der Fall, so könnte man sie durch Division der 
Ghichung mit einer passenden Zahl dazu machen. Setzen wir jetzt 
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I: 



die drei gleichen Brüche, welche die Gleichung der erzeugenden 
Geraden ausmachen, gleich v, so sind 

X == ^■\- a.v 
y ^Tj + b.v 
£f = f + c. t? 

die Gleichungen der allgemeinsten geradlinigen Fläche, 
wenn v eben variabel ist und S; Vj 5? ^; ^; ^ allgemeine Functionen 
einer andern Variabein u sind. Durch Elimination von u und v 
würde man ofifenbar die Gleichung der Fläche in der vorigen Form 
erhalten. 

Wir wollen nun noch die Bedeutung der Grössen u und v, 
welche hier auftreten, entwickeln. Die Gleichung u = cst, wodurch 
zugleich die Grössen ^^ i], ^, a, b, c alle constante Werthc erhalten, 
bestimmt eine Gerade und zwar eine Gerade der Fläche. 

Setzt man v = 0, so werden vermöge der Gleichungen der gerad- 
linigen Fläche S; ^; S <Ji6 Coordinaten einer Curve auf der Oberfläche, 
indem alsdann x, t/y z nur Functionen von u sind, welche zugleich 
der Gleic4iung der Fläche genügen. Durch jeden Punkt dieser Curve, 
wie überhaupt durch jeden Punkt der Fläche, geht eine Gerade der 
Fläche, die in ihrer sonstigen Lage durch die Natur der Grössen 
üybyC bestimmt wird. Wir wollen die Curve v = fortan die 
Fundamentalcurve der Fläche nennen. 

Die Grösse v bedeutet die Entfernung eines Punktes (x,tj,z) 
der Fläche von dem ihm entsprechenden Punkte (g, i^; S) ^^ der 
Fundamentalcurve. Daher bedeutet endlich die Gleichung v = est, 
eine Curve auf der Fläche, deren jeder Punkt die constante Ent- 
fernung V von dem mit ihm auf derselben Geraden liegenden Punkt 
der Fundamentalcurve hat. 

Wir können hiemach zu den Gleichungen der geradlinigen Fläche 
auch durch folgende Betrachtung 'kommen. Wir denken uns irgend 
eine Curve C gezogen, welche wir die Fundamentalcurve nennen, 
und deren Coordinaten wir durch S,ij;S bezeichnen. Diese Coor- 
dinaten S, 12; S löögen gegeben sein als Functionen einer Grösse u. 
Durch jeden Punkt der Curve C denken wir uns eine Gerade ge- 
zogen nach einem Gesetze, welches wir allerdings nicht specialisiren 
können, von welchem wir aber soviel wissen, dass es für jeden 
Punkt von C die Richtung bestimmt, welche die durch ihn gelegte 
Gerade einnimmt. Die Cosinus dieser Richtung seien a, b, c resp. 
gegen die Axe der x,y, z. Diese Grössen a^b^c ändern sich so- 
mit von Punkt zu Punkt der Curve C, sind also Functionen von u. 
Es ist hiernach die Gleichung einer solchen Geraden 

a b .c 
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Setzen wir diese drei gleichen Br-üche gleich Vj so bekommen 
wir als Gleichung der allgemeinsten geradlinigen Fläche das System 

y^n + hv 

Hierin bedeutet, wie schon erwähnt, v die Entfernung irgend eines 
Punktes der Fläche von seinem zugehörigen Punkte in (7, nach der 
einen oder der andern Seite hin genommen. 
Ein Beispiel liefert folgende Fläche: 

,/ — u — v 

u.v 

Hier ist 



ferner 



1 = 


= yp. \ 


tl = 


1/ «* 


t- 


= 0, 


a 


Vp. 

2 


&=-= 


Vi 
2 


C — 


u 

• 

' 2 ' 



man denke sich also in der Ebene der xy eine gerade Linie, 

d. h. eine Gerade, welche mit der Axe der x einen Winkel bildet, 

yj 

dessen Tangente gleich -^ ist. Durch jeden Punkt dieser Geraden 

yp 

lege man eine Gerade, welche mit den drei Axen der x, y, z resp. 
Winkel bildet, deren Cosinus sind: 

yp — Kg t*_ 
2r ' 2r ' 2r' 

wenn r bedeutet: 



/?+!+?• 



Um die Geraden der Fläche zu finden, müssen wir blos u als con- 
stauten Parameter ansehen. Eliminiren wir daher aus den obigen 
Gleichungen «;, so erhalten wir 

2x 2y 2z 

yp yq ^ ' 

also 

Vp.Vq ' "* Vp Vi 
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Beide Gleichungen drücken Ebenen aus, die Gleichung 1) parallele 
Ebenen. Also liegen alle Geraden der Fläche in parallelen Ebenen 
oder sind einer Ebene parallel. Man findet aber ebenso, wenn man 
u eliminirt: 

3) V =^—= — -^ und 4) — = 37= + -^ : 

das System der Curven v = est, ist also ebenfalls eine Schaar Gera- 
der, die wegen der Gleichung 3) einer Ebene parallel ist. Auf der 
vorliegenden Fläche liegen also zwei Schaaren von Geraden, von 
denen jede Schaar einer Ebene parallel ist. Daher ist die Fläche 
ein hyperbolisches Paraboloid; seine Gleichung in der gewöhnlichen 

Form: 2z=-— ^. 

§ 69. 

Für unsre nächsten Untersuchungen über die geradlinigen Flächen 
entwickeln wir die Gleichung der Tangentialebene in irgend 
einem Punkte der geradlinigen Fläche. Die allgemeine Gleichung der 
Tangentialebene ist (X— a;) A + (F— y) B -{- (Z—z) C =- 0, worin 
X, Vy Z die laufenden Coordinaten, x^y ^ z die irgend eines Punktes 
der Fläche und ^, ^, C die in § 53. angegebenen Determinanten 
sind. Für die geradlinigen Flächen wird nun A oder 

dji^dz_ dydz 

du dv dv du 

(dri , dh\ y /^dt , dc\ dri 1 d^ . { db j^dc) 

\du ' at*/ \du ' u/ du du * i du du) 

oder wenn wir das Binom der beiden ersten Glieder mit /, den Factor 
von V mit /j bezeichnen, und m, m^, n, n, die entsprechenden Grössen 
bei B und C sind: es ist 

A = l-\-ly^v, B =^ m -{- m^v , C = n -{- n^v. 

Demnach wird unsre Gleichung folgende: 

X{l-{-l^v)+Y{m-{-m^v)-\'Z{n-\-n^v)=x{l-{-l^v)-\-y{m-\-m^ v)-{'z{n-\-n^v) * 
= {lJ{-av)(l-{-l,v) + {ri + bv){m + m,v)^{i+cv){n + n,v) 

oder wie man sich leicht überzeugt 

= S (/ + hv) + ^ (w + w?!«;) + g (n + n^v). 

Wir können also, wenn wir für /, l^ u. s. w. ihre Werthe zurück- 
setzen und die Dififerentiationen nach u durch Accente bezeichnen, 
die Gleichung der Tangentialebene so schreiben: 

{X--1) {cn-^-h^ +v{cU -bc)} + {V-ri) {at; ^cl' + v{ac ^ ca)} 
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Wir beantworten hiernach folgende Frage: 

Wie sind die Normalen entlang einer geraden Linie 
der Fläche beschaffen? 

Die Gleichung der Normale, d. h. einer Geraden, die durch den 
Punkt (5, ^, 5) geht und auf der Tangentialebene normal steht, können 
wir mit Wiedereinführung der Grössen /, /j u. s, w. folgendermassen 
schreiben : 

X -x ^ Y-^y ^ Z-z ^ 
i + li.v m-^-nii.v n-{-Xi.v 

Nehmen wir nun zwei Punkte auf derselben Geraden der Fläche, 
so ist nur v für beide vc;'schieden , u bleibt dasselbe. Um daher den 
Ort aller Normalen zu finden, welche entlang dieser Geraden ge- 
zogen werden können, muss man aus den Gleichungen der einen 
Normale v eliminiren. Wir schreiben sie zu dem Ende in folgender 
Gestalt: 

Ä — .roder Ä — 5 — av = Iw -\- l^vw 
oder 

' X~i,^=aV'\'liV'\-l^v,w 

y — rj = bv -f- fnw -{■ m^v.w 

Z— ^ = cv '\- nw -\- n^v.w y. 

. und haben somit drei Gleichungen, aus denen wir v und lo elimi- 
niren müssen. Es ist nun, wenn man die Gleichungen nach v^ w 
und v,w auflöst: 
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folglich, wenn man die ersten beiden Gleichungen mit einander, und 
die letzte mit dem Coefficienten, welchen v,w m ihr hat, multiplicirt, 
und alsdann die rechten Seiten wegen der Identität der linken ein- 
ander gleich setzt: 



-r-S 
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h 




y-ri 
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= 



Z 5 \y /Cj 

Dies ist eine Gleichung zweiten Grades. Wir haben somit folgenden 
Satz gefunden: Wenn man in einer geradlinigen Fläche entlang einer 
geraden Linie der Fläche ihre Normalen zieht, so bilden sie eine 
Fläche zweiten Grades, welche, weil alle Normalen einer Ebene 
parallel sind, ein hyperbolisches Paraboloid ist. 
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§ 70. 

In welchem Falle bilden die Normalen entlang einer 
Geraden der Fläche eine einzige Ebene? Oder mit andern 
Worten: wie muss eine geradlinige Fläche beschaffen sein, damit 
die Tangentialebene in allen Punkten einer ihrer geraden Linien die- 
selbe bleibt? 

Denkt man sich in einem Punkte einer Curve doppelter Krüm- 
mung die Tangente, im nächsten Punkte ebenfalls und so fort, so 
erhält man unzählig viele Tangenten, welche eine geradlinige Fläche 
bilden werden. Diese geradlinige Fläche ist die allgemeinste gerad- 
linige Fläche, bei welcher die Normalen entlang einer Geraden eine 
einzige Ebene bilden. Den Kegel, welcher zu diesen Flächen ge- 
hört, erhält man z. B. wenn die Curve zum Punkte degenerirt, den 
Cy linder, indem der Punkt noch dazu ins Unendliche fortrückt. 

Analytisch beantwortet sich die Frage folgendermassen. Alle 
Punkte einer Geraden haben die Gleichung w = est, also die Grössen 
J^j fjy ^, a, bf c gemeinschaftlich, unterscheiden sich also nur durch 
den Werth des v. Sollen daher alle Punkte einer Geraden dieselbe Tan- 
gentialebene haben, so muss aus der Gleichung der Tangentialebene v 
herausgehen. 

Dies ist erstens dadurch möglich, dass die Coefficienten 
des V in der Gleichung verschwinden: cb' — bc =^0 ca^ac^=^0 

ab' — ba' = oder -t=- = -, wie man die Gleichungen schreiben 

kann, wenn «, ö, c von Null verschieden sind. Sie sind irgend- 
welche bestimmte Functionen von w. Setzen wir daher die drei 
gleichen Brüche gleich ü^ so erhält man durch Integration der 
dadurch entstehenden drei Gleichungen: la =füdu -{- IC oder 

^ fUdu , , ^ fUdu ^ fUdu 

a ^== C.e , ebenso b =^ Ci.e , c = C^^e 
Da aber «^ -f- ^^ -f- c* = 1 ist, so ist 

(^v + 0^2 ^ a^^^e '''''= 1 oder Z"^' = 



also constant; somit haben in diesem Falle a b c constante Werthe, 
d. h. alle erzeugenden Geraden der Fläche bilden mit den Axen den- 
selben Winkel, oder sind einander parallel. Die geradlinige Fläche 
ist also eine Cylinder fläche, denn diese entsteht, wenn man durch 
eine Curve eine Reihe paralleler Geraden zieht. 

Ist dagegen einer der Cosinus, z. -B. ö = 0, so werden zwei 
der obigen drei Coefficienten von selbst Null, . der dritte, hier 
ca — öc' = gesetzt giebt wie oben integrirt 
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die Betrachtung ist also dieselbe wie vorhin, nur dass die Constante 
C^ = ist; es ergiebt sieh also wiederum die Cylinderfläche. 

Sind zwei der Cosinus z. B. ö = und « = 0, so wird c = 1; 
es sind also dann alle Geraden parallel der zAxe und erzeugen so- 
mit wiederum eine Cylinderfläche. 

Wenn also die Coefficienten , welche v in der Gleichung der 
Tangentialebene hat, einzeln Null sind, so ergiebt sich auf jeden 
Fall eine Cylinderfläche. 

Sind zweitens S^ ij, § constant, also ihre Differentiale Null, so 
fällt V ebenfalls hinweg und zwar indem man damit die Gleichung 
der Fläche durchdividirt. In diesem Falle schrumpft die Fundamen- 
talcurve zu dem Punkte zusammen, welcher durch die Werthe von 
5, 12, § bestimmt wird. Die entstehende Fläche ist eine Kegelfläche, 
welche wie bekannt die in Frage stehende Eigenschaft mit der Cy- 
linderfläche theilt. 

Schliessen wir diese Flächen aus, so ist es, wenn wir jetzt die 
Gleichung der Tangentialebene so schreiben: 

+ (Z-g)(ö«'-«OKJ-feSi = 

drittens nur möglich, dass die Grösse r hinwegfällt, wenn die drei 
Klammergrösscn einander gleich sind oder wenn 

cri— hj' at'— c^' bj'—arf 

CO —oc ac—ca ha — ab 

ist, weil man alsdann mit den Klammergrösscn die Gleichung durch- 
dividiren kann. Sind nun, wie wir voraussetzen, die Nenner dieser 
Brüche von Null verschieden, so kann man jedesmal zwei Grössen e 
und f finden, so dass |' = e« + fa' rf = eb -{- fV^ denn um diese 
Gleichungen aufzulösen, ist nur die Bedingung erforderlich, dass 
ab' — bd von Null verschieden sei. ^ und f werden Functionen von 
u sein. Durch diese Substitution wird der dritte Bruch = f\ man 
hat also die Gleichung 

\\^^^^foA^^bX = ^f{cb'^bc)-\-cri = bcc + f{cb'^cb'-^^^^^ 

also ^ = ec -\- fc\ Es lassen sich also stets zwei Grössen e und / 
finden, so dass i' ri ^ ausgedrückt werden durch die Gleichungen: 

g' = ^ö -j- fd Tj' =z eb -\- fb' ^ = ec -\- fc\ 

und dies ist* die Bedingung, damit die Tangentialebene für alle 
Punkte einer erzeugenden Linie der Fläche unverändert bleibt. 
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Diese Bedingung hat aber noch keinen geometrischen Sinn. Um sie 
zu interpretiren , setzen wir für den Augenblick 

Dann sind a, ß, y die Coordinaten eines Punktes, der offenbar der 

Gleichung genügt : = ^ , ' = — ^ • Denn setzt man für x a 

u. s. w.; so wird die Gleichung befriedigt. Alle Punkte cc, ß, y liegen 
somit auf der geradlinigen Fläche. Bestimmen wir die Tangente der 
Curve, von der a, ß, y die einzelnen Punkte sind, so hat sie die 
Gifeichung 

X—a Y-ß Z-t 

da dß dy 

du du du 

Es ist aber 

also wenn man diese Werthe und die für a, ß, y selber in die Glei- 
chung der Tangente substituirt und zugleich mit e ~f die Gleichung 
multiplicirt: 

^lzi+i«oder^i+/- = ^ + /- = ^^f + / 
oder, indem man f subtrahirt: 

a b c 

Dies ist aber die Gleichung einer generatrix. Wir haben also den 
Satz gefunden, dass in diesem Falle sämmtliche geraden Lanien der 
Fläche Tangenten an eine Curve sind, die auf ihr liegt. Cylinder 
und Kegel sind specielle Arten dieser Flächen, welche abwickel- 
bare Flächen genannt werden. Man nennt die Curve, zu welcher 
sämmtliche Geraden der Fläche Tangenten sind, die Wendungs- 
kante (ar^te de rebroussement) der abwickelbaren Fläche. 

Um dies übersehen zu. können ,^ denke man sich, siehe Fig. 20, 
statt der Curve und ihrer Tangenten ein Polygon im Räume und 
seine verlängerte Seiten: ah, bc, cd seien drei aufeinander folgende 
Seiten des Polygons, welche uns drei aufeinander folgende Elemente 
der Curve bedeuten. Dann kann man sich das unendlich grosse 
Element abb' so um bb' drehen, dass es in dieselbe Ebene mit b'cc 
fällt; diese Ebene kann man wieder um cc so lange drehen, bis sie 
mit dem folgenden Element cd(t in eine Ebene föllt. So kann man 
nach und nach sämmtliche Elemente in eine Ebene bringen. Man 
sieht zugleich, dass die Tangentialebene immer von zwei SyWcC <^\\>a:^^'5ix- 
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folgenden Polygonseiten gebildet wird, und dass dhV nicht blos für 
h Tangentialebene ist, sondern für sämmtliehe Punkte von ah. Denn 
um z. B. im Punkte o die Tangentialebene zu construiren, hat man 
nur nöthig zwei Tangenten an die Fläche zu ziehen: die eine von 
diesen ist oa selbst; die andre findet man, indem man o mit d ver- 
bindet, denn d und o sind unendlich nahe Punkte der abwickel- 
baren Fläche: dhV ist aber die Ebene, welche oa und od enthält. 

§ 71. 

Man denke sich ein System aufeinander folgender gerader Linien ; 

die Gleichung einer solchen Linie sei — "" ? ==?^^ ==^^^, wobei 

\ti%ah c Functionen einer Grösse u sein mögen. Für eine zweite 
Linie desselben Systems habe u den Werth u ■\- ^Uj wodurch a in 
n -\- /^lüy h in h •\- ^h u. s. w. übergeht, so dass also die Gleichung 
dieser zweiten Linie 

a-^-Ja b + Jb c-\-dc 

Wir wollen die kürzeste Entfernung dieser beiden Li- 
nien berechnen. Dazu müssen wir zunächst die Gleichungen der 
beiden Ebenen aufstellen, welche durch diese Linien einander parallel 
gelegt werden können. Eine Ebene, welche durch ^ die erste Linie 
geht, hat die Gleichung 

oder vermöge der Gleichung der Geraden, welche doch in ihr liegen 
soll: aa ■\- ßb -\- yc = 0. Eine Ebene, welche dieser parallel durch 
die zweite Linie geht, lässt sich ähnlich so schreiben: 

a (fl + Ja) + ß{l) -{- Jh) + y{c + Jc) = 

und in Folge dessen auch so: a.Ja + ß.Jh + y.-^c = 0. Wir 
können somit, überall wo nur die Verhältnisse von a, ß, y auftreten, 
folgende Werthe setzen: 

a == b.Jc — c.Jh ß = c.Ja — a.Jc y ^==- a.Jb — b.da. 

Diese Werthe denken wir uns eingesetzt in die Gleichungen der 
beiden Ebenen: 

ax + ßy -{-yz^al-^- ßr^ + y§ 
und 

Dann wird die Entfernung beider 

p = ^:^ + ?• ^ *?.+ ^1 ^ . 
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und dies ist zugleich* die kürzeste Entfernung der beiden Linien. 
Wir haben demnach dafür folgenden Ausdruck: 

^'~" y(b,Jc-c.d b)*~+(c^a—a,Jcj* + {a.Jb—b.Ja)* 

Denken wir uns nun, dass ^u immer kleiner wird, so wird 
offenbar p zugleich kleiner, und zwar bleibt p im Allgemeinen von 
derselben Ordnung wie ^u. Man kann nun die Frage aufwerfen: 
In welchem Falle ist die kürzeste Entfernung der beiden aufeinander- 
folgenden geraden Linien nicht ein unendlich Kleines der ersten 
Ordnung, sondern einer höheren Ordnung? Wir setzen zu dem Ende 
jdu = h und denken uns die Zuwächse von ^, b u. s. w. nach dem 
Taylor'schen Lehrsatz entwickelt. Dann wird 

b.^c — c^b = h {bc — cb') + yC^^" — ^^') + ; 

also der Nenner des Ausdrucks für pi 
h. y(p7—cby + (ca—ac'Y + {ab'-^ha'f + h{ } +T7: . 

Der Nenner bleibt somit stets positiv und von Null verschieden; wir 
können ihn also bezeichnen durch h.N^ wo N eine endliche Grösse 
ist. Der Zähler von p wird von der zweiten Ordnung: 

+^{r(*c'-cz.y+.r(^c"^cr) + . .....} + 

Also wird 

+^{ribc-cb') + ^'{bc'-ch") + } + 

Dieser Ausdruck kann nur dadurch ein unendlich Kleines einer 
höhern als der ersten Ordnung werden, dass der Coefficient von ^^ 
Null wird* Es muss also^ damit dies geschehe, 

t{bc--cV) + ti'(ca—ac) -f r (ab^-^ba) = 
sein, wodurch zugleich die Glieder zweiter Ordnung verschwinden, 
da der Coefficient von ^ der genaue Diflferentialquotient des Coef- 

ficienten von -^ ist. Diese Bedingungsgleichung ist aber identisch mit 

der, welche die Bedingung angiebt, damit die Tangentialebene ent^ 
lang einer geraden Linie der Fläche sich nicht ändert. Wir haben 
somit den Lehrsatz gewonnen: 

Die Bedingung, damit zwei Gerade eines Systems, welche ein- 
ander unmittelbar folgen, eine Entfernung nicht der ^\%\fi?ö.^ '?^'5>fs\^'st^ 
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der zweiten oder vielmehr dritten Ordnung haben ^ stimmt ganz über- 
ein mit der Bedingung ^ dass die Tangentialebene der Fläche ^ welche 
von allen Geraden gebildet wird, entlang einer Geraden der Fläche 
ungeändert bleibt. Vernachlässigt man also unendlich kleine Grössen 
höherer Ordnungen, so kann man sagen: Zwei Erzeugende einer 
abwickelbaren Fläche haben einen Punkt gemein. Dies 
lässt sich auch so beweisen: 

Man habe die Gleichung einer Geraden: ^^i = l^-^Il^ =s fzi? 

^ a b c 

und die der unendlich nahen mit Vernachlässigung der unendlich 
kleinen Grössen höherer Ordnung: 

a-{-da b-^-db c-^-dc ' 

wo dl^ = ^,du u. s. w. ist. Die drei ersten gleichen Brüche wollen 

wir = €, die andern drei = x setzen. Die beiden Geraden haben 
nun einen Punkt gemein, wenn die Grössen x, y, z resp. in beiden 
Gleichungen einzeln gleich sind, d. h. wenn man aus den Gleichungen 
X — 5 == öf X — I — d^ == xa -\- xda x eliminiren darf, und ebenso 
die beiden andern. Man erhält dadurch e/J + ^^ + ^da = ea oder 
wenn man x — b = X setzt: 

e/| -f- Afl + nda = 
und ebenso 

dri + Xh + xdb «= 0, rfg + Ar + xdc = 0. 

Eliminirt man also A und x und dividirt noch die entstehende. Glei- 
chung mit du.duj so findet man als die gesuchte Bedingung wie oben 

^{bc-cb') + 1] ica^ac) + £' {ab'—ba') = 0. 



§72. 

Man kann die abwickelbaren Flächen noch auf eine andere Weise 
sich entstanden denken, als dadurch, dass eine Gerade sich tangirend 
an der Wendungs kante fortbewegt. So kann der Kegel ausser der 
gewöhnlichen Entstehungsart, dass eine Gerade durch einen Punkt 
und eine Curve geht, auch noch entstehend gedacht werden, indem 
man sich eine Ebene vorstellt, welche durch den Punkt geht und 
jene Curve berührt. Aehnlich ist es mit der allgemeinen abwickel- 
baren Fläche. 

abcde sei ein Polygon, siehe Fig. 20, welches, wenn die 
Winkelpunkte einander unendlich nahe rücken, zur Curve wird. 
Dann ist offenbar abb' eine Tangentialebene, desgleichen b' cc' ^ c dd 
ih 8. w,; in Bezug auf die Curve sind sie Schmiegungsebenen. Zwei 
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auf einander folgende Tangentialebenen schneiden sich immer in einer 
Tangente. Man kann also sagen: die abwickelbaren Flächen können 
angesehen werden als diejenigen Flächen, die von einer Ebene um- 
hüllt werden, welche nach einem bestimmten Gesetze sich fortbewegt. 
Die Gleichung dieser Ebene sei z = /.a; + »?.y + n, wo Imn Func- 
tionen eines Parameters h sind, welchem wir nach und nach alle 
möglichen Wert"he beilegen, um die Fläche zu finden, die von diesen 
so bestimmten Ebenen herrühren wird. Schreiben wir die Gleichung 
der Ebene so: z — Lx^m.y — n = U = 0, dann ist die Gleichung 
der nächstfolgenden Ebene, in welcher h den Werth h -^ s hat: 

^ + f. £^ -f- - !7" + . . . = 0. Aus diesen beiden Gleichungen oder 

aus irgend einer Combination von ihnen, z. B. 

U = 0, «.(/' + J^"H = 

oder, wenn man die zweite durch € dividirt und nachher s = setzt: 
aus den beiden Gleichungen ü = und ^' = ist der Durchschnitt 
zweier unendlich nahen Ebenen zu bestimmen. Schreiben wir die 
Gleichungen wieder so: 

= z — Ix — my~n 
r. dl , dm , dn 

so geben sie die Gerade an, welche der Durchschnitt der beiden 
Ebenen ist, und in ihren verschiedenen Lagen von den verschiedenen 
Werthen des h abhängt. Eliminirt man jilso die Grösse h aus beiden 
Gleichungen, so erhält man die allgemeinste Gleichung einer ab- 
wickelbaren Fläche. Man kann diese Gleichung nur deshalb nicht 
aufstellen, weil man nicht weiss, welche Functionen /, m und n von 
h sind. Denkt man sich h aus der zweiten Gleichung ausgedrückt 
als Function von x und y und diesen Werth h = (p(Xy y) in die 
erste Gleichung eingesetzt, so bekommt man eine Gleichung von der 
Form z = F{xp y). 

Sehr leicht kann man die partielle Differentialgleichung 
der abwickelbaren Flächen aufstellen. Differentiirt man näm- 
lich die Gleichung (7=0 nach x, so erhält man 

dz _ , . (dl . ^-, I ^N^, 

d. i. weil U' = ist, ^ = l, ebenso ^- = m. Die Grössen / und 

^ dx ^ dy 

m sind beides Functionen von h. Eliminirt man h aus den beiden 

Gleichungen/? = /, q^^^m^ so bekommt man eine Gleichung zwischen 

^iVyPfQ* Iß jeder abwickelbaren Fläche lässt sich also p als 

Function von q betrachten: p = f (q). Differewtvvc^^jk. ^K-^ ^^fe'^'^ 

Joachimsthal, Auwenduug- d. DiffetentialTecUn. '^ 
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Gleichung einmal nach x und einmal nach y, so erhalten wir 
r ^=^ f {q).s s=^f' {q).ty also durch Elimination von /"' (^) die be- 
kannte Gleichung der abwickelbaren Flächen rt — 5^ = 0. 

Zusatz. Diese Betrachtungen lehren, dass es im Allgemeinen 
möglich ist, wenn auf irgend einer Fläche eine Curve gezogen ist, 
eine abwickelbare Fläche zu beschreiben, welche durch dieselbe Curve 
geht und die gegebene Fläche in allen Punkten berührt; oder: es 
ist immer möglich, eine abwickelbare Fläche zu beschreiben, welche 
eine gegebene Fläche in einer gegebenen Curve umhüllt. Wenn man 
z. B. auf einer Fläche zweiten Grades eine ebene Curve nimmt, so 
sind diese abwickelbaren Flächen Kegel- oder Cylinderflächen. 

Die Fläche sei F^ die Curve ABC. Denken wir 'uns eine 
Tangentialebene der Fläche, die sich beständig tangirend längs dieser 
Curve bewegt, so wird sie eine abwickelbare Fläche beschreiben, 
für welche sie selbst Tangentialebene ist. Man erhält also auf diese 
Weise eine abwickelbare Fläche, welche durch die Curve hindurch- 
geht und fortwährend dieselbe Tangente hat wie die Fläche selbst. 
Die Kante der abwickelbaren Fläche erhält man, indem man für 
zwei unendlich nahe Tangentialebenen der Fläche den Durchschnitt 
bestimmt. 

§ 73. 

Giebt es Curven auf einer Fläche, die die Eigenschaft 
haben, dass, wenn man durch dieselben eine umhüllende 
abwickelbare Fläche lagt, die Kanten dieser abwickel- 
baren Fläche zu den Tangenten der'Curve normal stehen? 

Es' sei F{x,yyZ) = die Gleichung der Fläche, {x,y,z) ein 
Punkt derselben, und durch ihn eine Curve auf der Fläche gezogen. 
Wir nehmen zu dem ersten Punkt auf derselben Curve einen unend- 
lich nahen Punkt {x -{- dx^ V -\- ^V 7 ^ + ^^)^ Dann ist die Tan- 
gentialebene im ersten Punkt, wenn wir die Bezeichnungen des § 40. 
anwenden: 

(1) .... (g ^o:) /> + {n-y) + (e-^) Ä = 0. 

Die in dem unendlich nahen Punkt wird 

{l^—x-dx){P+dP) + {ri^y^dij){Q+dQ)+{t-Z'-äz){R + dE)=0 
oder 

{l^-x)P+{ri-^y)Q+{i^z)0^{Pdx + Ody + Bdz) 
+ (^—x)dP+{^—y)dQ -f {^—z)dß — {dPdx + dQdy + dBdz)=0, 

oder wenn man die Gleichung (1) und die Gleichung PdX'\' Ody-]-Bdz=0 
subtrahirt, und die Grössen zweiter Ordnung vernachlässigt, 

(2)....(^—x)dP+iri--y)d0-\'{t—z)dB^0. 
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Wir konnten aber die Gleichung (l) snbtrahiren, weil wir die Durch- 
schnittslinie beider Tangentialebenen bestimmen wollen. Diese wird 
vermöge der Gleichungen (1) und (2) 

I — X 7j — y f — z 

QdB—BdQ "^ BdP—PdB "^ PdQ — QdP * 

Dies ist eine Kante der abwickelbaren Fläche. Diese Kante steht 
aber normal zu der Tangente der Curve, deren Gleichung 

dx dy dz 

ist, wennt 

dx {QdR—RdQ) + dy {RdP— PdR) + dz {PdO — QdP) = 0. 

Dies ist eine Differentialgleichung ersten Grades zweiter Ordnung 
und keine andere als die Differentialgleichung der Krümmungscurven 
(§ 66.) in veränderter Ordnung der Glieder. Wir habeii somit fol- 
genden höchst merkwürdigen Satz: 

• Die Krümmungscurven einer Fläche haben die Eigen- 
schaft, dass, wenn man eine abwickelbare Fläche entlang einer 
solchen Krümm ungscurve legt, welche die gegebene Fläche umhüllt, 
die Kanten der abwickelbaren Fläche normal zu den Tangenten der 
Krümmungscurve stehen. Und zwar ist dies eine Eigenschaft, die 
den Krümmungscurven ausschliesslich zukommt. 

Bei den Rotationsflächen sind die Krümmungscurven Meridian 
und Parallelkreis. Die abwickelbare Fläche um den Meridian wird 
ein Cylinder, die um den Parallelkreis ein Kegel. Jede Kante dieser 
beiden Flächen steht normal zu der entsprechenden Tangente der 
Krümmungscurven. 

§74. 

Eine dritte Eigenschaft der Krümmungscurven, welche freilich 
mit der vorigen eng zusammenhängt, findet man, wenn man auf 
einer gegebenen Fläche sich eine Curve und entlang dergelben die 
Normalen der Fläche gezogen denkt, wodurch man eine allgemeine 
geradlinige Fläche erhält. Untersucht man nun diejenigen Curven 
auf der gegebenen Fläche, welche die Eigenschaft haben, 
dass die Normalen entlang dieser Curven eine abwickel- 
bare Oberfläche bilden oder in zwei unendlich nahen Punkten 
der Curve die Normalen der Fläche sich treffen, so findet man wie- 
derum die Krümmungscurven. Denn die Gleichungen der Nor- 
male sind ^B^==^^ ==^^; welche drei gleichen Brüche wir 
gleich A setzen wollen. Alsdann sind die Gleichungen der unendlich 
nahen Normale ^^~^ = ''-^|^|^ = t^^^ = A -V (^- ^^ ^^^^ 
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also die Frage: wann haben diese beiden Geraden einen Punkt ge- 
mein? Schreiben wir die Gleichungen der Normalen so: 

V~y = ^Q {v-y=dy + (X + ti) {Q + dQ), 
i-z^Xli { t—z=^dz +(;i + ^) (jB + djR) 

BO haben wir hieraus ausser X und fi auch S; ^; Ji zu eliminiren. 
Bezeichnen wir A + ^a durch v, so erhalten wir dadurch folgendes 
System von drei Gleichungen: 

{)=r.dx-\-iLP-\-v.dP 
Q=^dy + yiQ-\-v,dQ 
= dz + yLR + v. dB 

und dies sind mit andrer Bezeichnung der cons tauten Factoren die- 
selben Gleichungen, welche wir oben (§ 66.) für die Krümmungs- 
curven gefunden haben. Sie gehen über in die Endform nur einer 
Gleichung, wenn man yb und v noch eliminirt. 

Dass diese jetzt erwiesene Eigenschaft der Krümmungseurven 
eigentlich keine andere ist als die vorige, sieht man durch eine ganz 
elementare Betrachtung: 

Wenn man in zwei Punkten E und F zweier Ebenen, deren 
Durchschnitt S heissen möge, die Normalen auf ihnen errichtet, so 

werden sich diese schneiden, wenn die Linie EF und der Durch- 
schnitt S rechte Winkel im Räume mit einander bilden. Denkt man 
sich also unter den beiden Ebenen zwei aufeinanderfolgende Tan- 
gentialebenen der Fläche, welche in E und F die Fläche berühren, 
so wird der Durchschnitt S eine Kante der abwickelbaren Oberfläche 



sein. EF ist alsdann eine Tangente der fraglichen Cürve auf der 

Oberfläche. Steht nun S J_ EFy so schneiden sich die Normalen in 
E und F. Diese Eigenschaft also, dass die Kanten der abwickel- 
baren Umhüllungsfläche auf den Tangenten der Curve normal stehen, 
und die andere, dass die Normalen entlang der Curve eine abwickel- 
bare Oberfläche geben, sind im Grunde dieselbe Eigenschaft, und 
charakterisiren die Krümmungseurven. Ausser diesen beiden Defi- 
nitionen der Krümmungseurven hatten wir noch folgende, welche 
allerdings nicht blos eine andre Form dieser beiden ist: die Krüm- 
mungseurven sind diejenigen Curven, deren Tangenten die Richtungen 
der Hauptschnitte bestimmen. 

Bei den Rotationsflächen liegen die Normalen entlang dem Me- 
ridian alle im Meridian, bilden also eine Ebene, und dies ist eine 
abwickelbare Fläche. Die Normalen in den Parallelkreisen bilden 
auch eine, nämlich einen Kegel. 

Monge ist der erste gewesen, der diese Theorie der Krümmungs- 
curvcn aufgestellt hat, und zwar ging er aus von der dritten Er- 
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klärung; dass sie diejenigen Curven sind, längs deren zwei auf 
einanderfolgende Flächennormalen sich treflfen. 

Anmerkung. Charles Dupin, ein Schüler Monge's, hat folgende 
Sätze gefunden: Denkt man sich auf einer Oberfläche eine Curve 
gezogen, und in einem Punkte derselben die Tangente, siehe Fig. 
21, so wie auch die abwickelbare Oberfläche, welche die gegebene 
Fläche längs der Curve umhüllt: dann findet über diejenige Kante 
der abwickelbaren Oberfläche, welche durch geht, der Satz statt, 
dass ihre Lage ganz unabhängig ist von dem übrigen Laufe der auf 
der Fläche festgesetzten Curve, und nur vom Punkte und der 
dort an die Curve gezogenen Tangente abhängt. Ein zweiter Satz 
hierüber ist, dass zwischen der Tangente (1) und der Kante (2), die 
doch beide Tangenten ati die Oberfläche sind, eine vollkommene 
Reciprocität stattfindet; d. h. legt man jetzt durch eine Curve, 
deren Tangente (2) ist, so wird (1) die entsprechende Kante der 
durch diese Curve gelegten abwickelbaren Umhüllungsfläche. Dupin 
nennt daher die beiden Tangenten (1) und (2) conjugirte Tangenten. 
Diese Reciprocität lässt sich nämlich auch so darstellen: Zeichnet 
man auf der Tangentialebene der Fläche, siehe Fig. 15, um den 
Berührungspunkt als Mittelpunkt die (§ 46., Anm. 1 angeführte) 
Ellipse, deren Hauptaxen in der Richtung der Haupttangenten der 
Fläche liegen und an Grösse gleich den Wurzeln aus den Krüm- 
mungsradien der Hauptschnitte sind, so sind je zweiconjugirte Tan- 
genten conjugirte Durchmesser dieser Ellipse. 

§ 75. 

Mit Hilfe dieser Betrachtungen nun lassen sich eine grosse An- 
zahl Sätze ganz einfach geometrisch beweisen; z. B. der Satz: 
Wenn eine Krümmungscurve eben ist, so bildet ihre 
Ebene mit den Tangenten der Fläche einen constanten 
Winkel. 

Wir schalten zunächst folgenden Satz ein: Wenn manjvon einem 
Punkt nach einer Linie zwei andere einander unendlich nahe Linien 
zieht, so ist ihre DiflEerenz proportional ihrem Winkel, d. h. von 
gleicher Ordnung mit ihm. Ist aber die eine der beiden Linien nor- 
mal auf der gegebenen, siehe Fig. 22, so ist ihre DiflFerenz ein un- 
endlich Kleines zweiter Ordnung. Denn ist die gegebene Linie /, 
der gegebene Punkt 0, und zieht man von diesem zwei Linien r^ 
und Tg nach /, von denen die erste mit /den (stumpfen) Winkel w 
und mit einer als Axe angenommenen festen Geraden OM den Win- 
kel «;, die zweite also mit derselben den Winkel v -\- dv bildet, so 

ist im Allgemeinen r« = r, . /^" ^ j -r also 
® 2 » sin (tu + dv) 
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sin „- cos 



/ , dv\ 

sin «p — sm (m; + "^) 9 2 \ ' 2/ 

2 1 . 1 ein (•/) -I- A'H\ 1 



sin [w-{-dv) • sin ^ti? + dt?) ' 

negativ, weil w stumpf ist. Ist dagegen rJL/, also ^^10 = 9(y\ so wird 

2 dv dv^ dv^ 



sin- 



o 2 l — cosdv 2 24 

r, — r = ^r :5 - = r ^ — = r 



coadv cosdv ^ dv^ 

2 

Der Ausdruck für r^ — r^ ist oflfenbar von derselben Ordnung wie dv ; 
der für r^ — r aber von der Ordnung äv'^. 

Dies vorausgeschickt, denken wir uns eine Curve, siehe Fig. 23a, 
welche Krümmungscurve einer Fläche sei. Denken wir uns femer 
die abwickelbare Umhüllungsfläche längs dieser Curve, so werden 
ihre Kanten normal sein zu den Tangenten der Curve; es sind also 
die mit B bezeichneten Winkel rechte. Denken wir uns statt der 
ebenen Curve ein Polygon, so enthält jede Tangentialebene eine 
Kante der abwickelbaren Fläche und eine Polygonseite. Es ist nun 
nachzuweisen, dass der Winkel zwischen diesen Tangentialebenen 
und der Ebene des Polygons constant bleibt. Es seien ab, bc zwei 
Seiten des ebenen Polygons, siehe Fig. 23b, M ein Punkt in einer 
Kante der abwickelbaren Fläche, also im Durchschnitt zweier Tan- 
gentialebenen ; dann soll ^ {ab Mj ab c) = -^ (cb My abc) sein. 
Fällen wir daher von MM0J_ auf die Ebene abc, und von dem 
Fusspunkt OßA. auf die Linie ab, so ist die Neigung der beiden 
Ebenen abM und abc gemessen durch den Winkel MßO, und zwar 

hat man ig M ß = tg {ab M, abc) = jjw- Ebenso findet man 

tg {cbM, abc) = -^^ im rechtwinkligen Dreieck MbO, Da nun Oß 

von Ob ßich nur um unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung unter- 
scheidet, indem «^ Oßb = R ist, so ist <^ {abM, abc) = {cbM, abc). 



§ 76. 

Nachdem wir jetzt das Wichtigste aus der Theorie der gerad- 
linigen und namentlich der abwickelbaren Flächen kennen gelernt 
haben, wird es nun leicht sein, die Aufgabe zu lösen: 

Die Krümmungscurven der abwickelbaren Flächen zu 
bestimmen. Dass die geraden Linien der abwickelbaren Fläche 
das eine System von Krümmungscurven sind, ist nach § 74. klar; 
denn die Normalen der Fläche entlang einer solchen Linie bilden 
eine Ebene, d. h. eine abwickelbare Fläche. Auch das andre System 
von Krümmungscurven auf den abwickelbaren Flächen lässt sich 
sehr einfach definiren. Die Curven dieses Systems müssen die des 
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ersten, d. h. die Kanten der abwickelbaren Fläche rechtwinklig 
schneiden. Daraus folgt z. B. für die Cylinderflächen , dass das 
andre System die normalen Schnitte des Cylinders sind; für die 
Kegelflächen, dass es sphärische Curven sind, denn die Kugel 
schneidet jeden ihrer Radien rechtwinklig; es sind also die Durch- 
schnitte des Kegels mit einer Reihe Kugeln, welche von der Spitze 
aus als ihrem Mittelpunkte beschrieben sind. Bei der allgemeinsten 
Abwickelbaren, welche der Ort der Tangente an eine Curve doppelter 
Krümmung ist, hat man, da jede Curve des zweiten Systems sämmt- 
liche Kanten der Fläche rechtwinklig schneiden muss, vermöge des 
im vorigen Paragraph bewiesenen Lemma's, wenn a ß y d e ...^ siehe 
Fig. 24, eine solche zweite Krümmungscurve ist: ba = bß, cß = cy, also 
cß = bß — bc = ba — bc, dy = cß — cd u. s. w. Die Curve a ßy .,. 
entsteht also dadurch, dass man um abc,.. einen Faden legt, und 
diesen Faden (von e an) abwickelt. Man kann also unser Resultat 
folgendermassen aussprechen : 

Wenn eine Curve im Räume gegeben ist, und eine gerade Linie 
sich tangirend an dieser Curve hinbewegt, so beschreibt sie eine 
abwickelbare Fläche, für welche die gegebene Curve die Wendungs- 
kante ist. Jeder Punkt der tangirenden Geraden beschreibt alsdann 
eine Krümmungscurve des zweiten Systems für die abwickelbare 
Oberfläche. 



8. Krümmüngscürven der Flächen zweiten Grades. 

§'77. 

Wir wollen nun auch die wichtigsten Sätze anführen, welche 
über die Krümmüngscürven der Flächen zweiten Grades 
bestehen, und zwar derjenigen Flächen, welche einen Mittelpunkt 
haben. Der Hauptsatz hierüber ist von Dupin (oder von Binet); 
er lautet: Die Durchschnittscurve zweier confocalen 
Flächen zweiten Grades ist eine Krümmungscurve für 
beide. 

Beweis. Ist die Gleichung einer Fläche zweiten Grades mit 

einem Mittelpunkte folgende: 1" ^ "! = 1; ^'^o die der con- 
focalen (d. h, derjenigen, welche in den Hauptschnitten dieselben 

Brennpunkte besitzen) _ , -f- ^ __ r + h.T'^^f ^^ ^^^ ^^^® ^^^' 
male auf der gegebenen Fläche 

X y z 

a ß y 
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und die dieser benachbarte 



^--x—dx __ y—y-dy ^^ t—z — dz __ 
x-\- dx y+dy g-f- dz ^' 

a ß y 

Dafür, dass diese beiden einander sehneiden; (§ 74.), hat man folgende 
drei Bedingungsgleichnngen: dx -{- {^i — A) — \- ii — = oder 

Iccdx-^-iii — Vjx-^-fidx 7=0 
ßdy + {ti — X)y + fidy = Q. 
ydz '\-{fi — X)z '\-fidz = 

Eliminirt man hieraus ft — A und (i, so findet man als die Gleichung 
der Krümmungscurven für die erste Fläche: 

adx{ydz — zdy) -{- ßdy{zdx—'Xdz) + ydz{xdy — ydx) =0, 

oder mit andrer Anordnung: 

xdydz (/S_ — y) + ydzdx {y — a) -f- zdxdy (a — ß) = 0. 

Dies ist aber auch die Gleichung der Krümmungscurven für die 
zweite Fläche, da sie sich nicht ändert, wenn a, ß, y gleichzeitig 
um k abnehmen. — 

dx, dy y dz sind die kleinen Zuwächse, welche x, y, z annehmen, 
wenn man auf der Curve fortgeht. Da die Curve nun auf der ge- 
gebenen Fläche liegt, so hat man für diese Incremente die Gleichung 

?_? -[_Of -j_^ = 0, und weil sie auch auf der zweiten liegt: 

^ ^ + I— ^ + ^—1 == 0. Hieraus kann man die Verhältnisse der 
oi — k ' ß^k ' y — k 

dx, dy j dz zu einander bestimmen. Wir thun es, indem wir den 
unbestimmten Factor f einführen: 

^ , 1_ 1 yß — yk^ßy + ßk _ {ß — y)k 

^'^^^~ß(y-k) y{ß-k)^ ßy^ß-]c)^y-^k) ~ßy{ß-k)(y-k) 

f 
oder wenn wir statt / dasProduct: ^,a,ß,y ,{a — k),{ß — k.{y — k) = F 

einführen : 

F,x,dx = cc{ß — y) (a — k) und ähnlich F.y,dy = ß{y — a){ß — k) 
und F.z.dz = y {a—ß) (y — k). Also wird 

und ähnlich die andern. Wir können somit die Gleichung der Krüm- 
mungscurve durch Substitution dieser Werthe und Multiplication mit 
F^ so schreiben: 

f-, ßr(<^-ß) (ß-r) ir-«) (ß-/^) ir-k) 
+ ^ y« («- ^) iß-r) (y-«) {y-k)ia-k) 
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oder 



^* -u y' 4- ^' _ 



Dieselbe Gleichung erhält man aber auch, indem man die Gleichungen 
der beiden confocalen Flächen von einander subtrahirt. 

Für diese Flächen ist also die Durchschnittscurve zugleich Kriim- 
mungscurve. 

§ 78. 

Führen wir die weitere Discussion nur für das Ellipsoid fort, 
so ist die nächste Frage: 

In welchem Falle wird das Ellipsoid ^ +|^ + 4~1 =0 

von einer confocalen Fläche -5 — r -4- rr-r + 1 — r — 1 = ffe- 

schnitten? 

Ist eine Durchschnittscurve vorhanden, so muss für diese jede 
Combination der beiden vorliegenden Gleichungen, also auch ihre 

DiflFerenz -^-T-5 — ^r + r^-jl — j-r- + -?7t — iT == gelten. Diese Glei- 

chung stellt im Allgemeinen einen Kegel dar , der mit dem Ellipsoid 
concentrisch ist, vorausgesetzt, dass nicht alle drei Glieder derselben 
gleiches Zeichen haben. Da nun dieses Zeichen von den Grössen 
a^ — ky V^ — ^, c^ — k abhängt, so folgt unmittelbar, dass ein Durch- 
schnitt beider confocalen Flächen stattfinden wird, sobald die drei 
Grössen ö- — k, V^ — k, c^ — k nicht zugleich positiv oder zugleich 
negativ sind. 

Setzen wir jetzt fest, dass von den drei Halbaxen a die grösste, 
b die mittlere, c die kleinste sein soll, so muss oflFenbar a^> k> c'^ 
sein, damit ein Durchschnitt stattfindet. Legen wir dem k alle mög- 
lichen Werthe bei, von k =^ c^ anfangend bis zu k = d^ hin, so 
finden wir: Für k =^ c^ wird die confocale Fläche zu der Ellipse 

^ = 

a?' _, _t 1 

welche in der Ebene der grössten und mittlem Axe liegt. — Für 
c'^ <, k <Cb'^ erhält man ein einflächiges Hyperboloid und zwar ein 
schneidendes. — Für k = b'^ ergiebt sich die Hyperbel 

7/ = 

^ ^«_ . 

a2_62 5«— c« ~ ' 

welche in der Ebene der grössten und kleinsten Axe liegt. (Es ist 
dies beiläufig dieselbe Hyperbel, von der aus man die Rotations- 
kegel berührend an das Ellipsoid legen kann. Die ScKeltÄl dJ^Ä^^ 
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Hyperbel sind die Brennpunkte der obigen Ellipse, und umgekehrt. 
Diese Hyperbel und die Ellipse stehen daher, weil ausserdem ihre 
Ebenen rechtwinklig zu einander sind, in der Beziehung, dass jeder 
Kegel, dessen Spitze in der einen der beiden Curven liegt und dessen 
Seiten durch die andre gehen, ein Rotationskegel ist.) — Für 
V^ Kk <i a^ findet man ein zweiflächiges Hyperboloid mit wirklichem 
Durchschnitt. — Durch jeden Punkt des EUipsoids lassen sich also 
zwei confocale Flächen legen, nämlich ein Hyperboloid der ersten 
Art und eins der andern Art. Denn ist x, y, z ein Punkt des 
EUipsoids, so kommt es nur darauf an, die Gleichung 

nach k aufzulösen, welche ausser der Wurzel /: = 0, die das EUip- 
soid selber ergiebt, nur noch zwei Wurzeln hat. Hieraus folgt: 
Sämmtliche Krümmungscurven des EUipsoids sind die Durchschnitte 
des EUipsoids mit sämmtlichen Hyperboloiden, welche dem EUipsoid 
confocal sind. 



§ 79. 
Schreibt man die Gleichung für k in folgende Form: 

?1_ 4.__y' .__?!_ = 

so lässt sich sofort übersehen, dass sie keine imaginären Wurzeln 
haben kann. Setzt man der Kürze halber -g = g^ ^- = 1^2 -5- = f^, 

so wird sie ^ , + ,1^ , + -,--t. = 0. Hätte diese Gleichung imagi- 

OL ~~ A/ ""* IC C —" K 

näre Wurzeln, z. B. l-^ti und / — /'«, so müssten folgende beiden 
Gleichungen stattfinden 

und 

also auch ihre Differenz 

(a? -1)2 + 1-2+ (52 _ ;)2 _|_ i'2 i- (c2 - 1)2 + Z^v ^^ • 

diese Gleichung aber könnte nur dadurch bestehen, dass der gemein- 
schaftliche Factor /'=0 wäre: die Wurzeln für k enthalten folglich 
i nicht, sondern sind reell. 

Es ist leicht zu übersehen, dass man von einer ähnlichen Glei- 
chung^ auch wenn sie mehrere Glieder hat, immer dasselbe auf die- 
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selbe Art wird beweisen können; denn die Anzahl der Glieder bildete 
kein Moment des Beweises. 

Löst man nun unsre Gleichung nach k auf, so wird sie folgende 
Gestalt annehmen: 

x^Wc'ip'' — k) (c2 — k)+ y'^c'a\c^ — k) {a^ — A:) + z V^^« (^^2 __ ^) (pi—k) = 
oder 

Der Coefficient des Quadrates von k ist vermöge der Gleichung 
des Ellipsoides d^V^c^. Dividirt man daher mit diesem Factor die 
ganze Gleichung, so wird, wenn man die beiden Wurzeln von k mit 
k^ und Atj bezeichnet: 

(k^ + k^a^lßc^ = Wc^ (J)'^ + c2)a;2 + c^a^{c^ + a^)y'^ + «^&^ {cC- + Z^2)^2 
Nimmt man hierzu die Gleichung des Ellipsoids 

so hat man drei Gleichungen, aus welchen man o;, y, z als Func- 
tionen der beiden neuen Veränderlichen k^ und Atj darstellen kann. 
Multiplicirt man nämlich die erste mit — a*, die dritte mit + a*, 
und addirt alsdann alle drei, so fallen die Glieder mit y^ und z^ 
hinweg und man erhält: 

a%ic^ — a^ö V (Ärj + k.^ + äVc'^k^k^ = {a^b^c'^ - a^'^c'^ (b^ + c^) + b^c^} x^ 

oder 

und analog 

&2 (fe-* _ c'O (ö« - a*) ^"^ c* ~ (c* — a«) (c« -¥) 

§80. 

Setzen wir nun wiederum folgendes Grössen Verhältnis unter den 
Halbaxen fest: a^ b';> c, so ist bei -^ der Nenner positiv, folglich 
muss es der Zähler auch sein, d. h. es müssen k^ und ^2 gleich- 
zeitig entweder < a^ oder > «^ sein. Bei ^ ist der Nenner negativ, 
also muss es der Zähler auch sein, d. h. von den Grössen Atj und k2 
muss eine grösser, die andre kleiner als b'^ sein. Bei -^ endlich muss 
der Zähler wiederum positiv sein, weil der Neimer es ist^ es taü^a^tv 
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also Atj und Atj beide entweder > c^ oder beide < c^ sein. Dies 
alles kann aber zusammen nur dann bestehen, wenn man folgende 
Reihenfolge der hier in Betracht kommenden Grössen hat: c^ k^ h'^ 
ky^ a^j vorausgesetzt, däss die grössere Wurzel der quadratischen 
Gleichung für k durch k^ bezeichnet wird. 

Addirt man die drei zu Ende des vorigen Paragraphen aufge- 
stellten Gleichungen, so erhält man die Gleichung des Ellipsoids. 
Schreibt man sie aber so: 

a« - Ä, ~" (a« — ¥) (a« - c«) 6« — Ä, (&« — c*) (5« — 'a«)~ 

und addirt sie jetzt, so ergiebt sich 

x^ . y^ . z^ _ |. 

also alle Punkte, für welche k^ constant ist, liegen auf einem zwci- 
fächrigen Hyperboloid. Ebenso findet man die Gleichung 



r y I ^ 1 

I 7.2 _ 7. I «2 h ^? 



welche bedeutet, dass alle Punkte, für welche k.^ constant ist, auf 
einem einfächrigen Hyperboloide liegen. Demnach kann man sagen : 
die Gleichungen, in welchen die Coordinaten Xy t/y z als Functionen 
der beiden neuen Veränderlichen k^ und k^ dargestellt werden, 
drücken jeden Punkt des Ellipsoids aus als Durchschnitt zweier 
Curven, die man dadurch erhält, dass man den Grössen k^ und ^"2 
bestimmte Werthe beilegt. Diese Curven sind, wie wir wissen, 
Krümmungscurven des Ellipsoids. 

Anmerkung. Diesen Gleichungen lässt sich eine trigono- 
metrische Form geben, welche für manche Zwecke bequemer, wenn 
auch weniger symmetrisch ist. Wir setzen 

Ä;,-5» 5 b'^ — k. 2 

^21162 = cos' w, ^,--^ = cos' V, 

so wird zunächst y =^h, cos u , cos v. Ferner findet man 

^1 = ^^ + iß^ — ^^) cos' u und k^ = l)^ — (&' — c') cos' v , 
also 
d^ — k^ = (öf' — b"^) sin' u und «' — k^ = a^~- b'^ + (^' — c') cos' v. 
Es wird folglich 

-ö = sin' u \-^ 7 + -^ — Ty cos^ v) , 

oder wenn wir 

a^ — b^ -2 b'^—c^ .,2 
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setzen, wodurch A^ -j- A'^ = 1 wird: 

— = sin^ u (1 — A'2 sin' v). 



a^ 



Eine ähnliche Formel findet man für z ] nämlich man bekommt 

^ = sin't;(l — A'sin'w). 

Setzt man nun die j/i — A'^sin't; = -^', j/l — A^sin't/ = ^, so hat 
man folglich als trigonometrische Form der elliptischen 
Coordinaten folgende Gleichungen: 

X = a sin u.^' y = h cos u . cos v z = c sin v . z/. 

u und V sind also die Parameter der Krümmungscurven. 

§ 81. 

Aufgabe. Es ist ein Ellipsoid ^ +p^ +-^ == 1 gegeben und 

irgendwo ein Punkt 5, i^; ?• ^^^ soll die confocalen Flächen, welche 
durch diesen Punkt gehen, bestimmen. 

Die Auflösung besteht darin, dass man die drei Wurzeln, welche 

t2 «]2 M 

K aus der Gleichung ,_j^ + hi—K ~^ ~^^^^ "^ ^ annimmt, be- 
stimmt. Keine der drei Wurzeln ist, wie wir wissen, imaginär. 

Bestimmt man die Coordinaten 5, i^; 5; welche irgend einem 
Punkte des Raumes angehören, durch die drei Wurzeln der obigen 
Gleichung, welche k, A*, , k^ sein mögen, d. h. löst man die drei 
Gleichungen 

a« — A;, ' h^ — k^ ^ e — h^ 
nach S, 1^, 5 auf, so erhält man 

^ (c*— a«)(c*— 5«) 

Diese drei Gleichungen enthalten ein neues Coordinatensystem. 
Sie geben nämlich nicht die Coordinaten |, i^; S eines Punktes an, 
sondern die drei Grössen Ar, Atj, k^y welche die drei confocalen Flächen 
bestimmen; oder, wie man auch sagen kann: Sie geben jeden Punkt 
im Räume nicht als Ecke eines Parallelepipedons, sondern als Durch- 
schnitt dreier confocalen Flächen. Der Ursprung dieser Betrachtun- 
gen geht auf Euler zurück. Er hatte sich die Aufgabe ^e?.tÄ.U*.\ 
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Wenn zwei Punkte gegeben sind, und ein dritter von diesen beiden 
nach dem bekannten Newton'sehen Gesetze angezogen wird, die Be- 
wegung dieses Punktes zu bestimmen. Die Integration, auf welche 
er dabei kam, gelang ihm, indem er statt der rechtwinkligen Coor- 
din^ten x und y zwei andre Grössen einführte, die nach einer Be- 
merkung, welche später Legendre gemacht hat, den Grössen k, k^y k^ 
im Räume analog sind ; setzt man nämlich die eine der beiden Hilfs- 
grossen, welche Euler anwendete, constant, so erhält man lauter 
Punkte, die auf einer Ellipse liegen, welche die gegebenen festen 
Punkte zu Brennpunkten hat. Setzt man die andre Hilfsgrösse con- 
stant, so bekommt man Punkte einer Hyperbel, welche mit der 
Ellipse confocal ist. Euler bestimmte also jeden Punkt der Ebene 
als den Durchschnitt zweier confocalen Kegelschnitte. 

■ § 82. 

Die wichtigste Anwendung der elliptischen Coordinaten ist die 
zur Berechnung der Oberfläche eines Ellipsoids. Das Ober- 
flächen - Element ist =}/£.G — F^dudv, wobei für die elliptischen 
Coordinaten die Grösse F = ist, weil hier die Curven U und V 
sich rechtwinklig schneiden. Es ist nun vermöge der elliptischen 
Coordinaten 

X = a sin wzf y = b cos u cos v z = CBin v^ 
wo 

z/=/l~r2sin2"i; z/=l/l — A'^sin^w und X^==^% A'^^^^ 
also A'2 -|- A^ == 1 ist: 

A— = a cos u^ ö^ = — h^mu cos v r- = z ? 

du du du J ' 

also wird die Grösse 

jr, 9. 9 ^9 1 '9 •> »9 I 19 • 9 9 i A'* C* slo^ üCOS^t^sill^ ü 

E = öt-'cos^w — «^A-'cos" u%\\^v -\- Z/^sin^wcos^y A ^^^-i • 

Setzt man hierin statt sin^t; überall 1 — cos^t?, so nimmt E die Form 
an: E ^= P A^ Q cos^ v. Es ist nun 

/> = «' cos- « - a^co8- « A 2 + _j_^^_j_^- . 
== r cos'M \a^ + p-^Spi = 5^ {«' ^' + cU» sin^«! 

COS^WA* ( 9 ,9 9\ 19 • 9 I COS^«*^* l I 29 • 9 i 

= — -^ — \a^—\a^ — &) A^ 3in^ ui = — —^ — {(r cos- m + b^ sm^ wj 
und 

= a^ A,^ cos* w + ^2 sin^ w ; — T^-^-i — 
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oder weil 

A2 = 4^ also — cU» = «U'2- b\ 

Q _ «2 ^'2 eos^ « ! l + r^l^l + *' sin^ u \V- .^^^- j 

= —2 |ö^ cos' u + ^'^ sin*^ u\ . 

Also wird 

£ = ««.cos» «^^Hin^ ^^, ^^g, ^ _^ ^,, ^^g,^j . 

ebenso 

<; = «* «o«*^. + «^ «iB*" I A^ cos' « + r^ cos' t; } , 

demnach das Oberflächenelement 

j j X' cos* u + X'2 cos' V _/7 — ^5 5 i — 77—: — 9 — N / .» _ — 9- — i — rö . 9 ^ s 

= du.dv. ^^, •y{a^cos^u^ö^sm^u) [c^ cos^v + ^^sm-' v). 

Integrirt man diesen Ausdruck innerhalb und — nach beiden 

Variabein u und Vy so erhält man den Octanten des EUipsoids; man 
findet somit das ganze Ellipsoid gleich achtmal folgendem Ausdruck 

¥ 2 • 

- 9 / cos* u Va^ cos* u-\-l^ sin* u , / Vi? cos* v + &* sin* v , 

Ay - — — ^-^t au.^ ^ rfr 

2 2 

■ -/2 /*Ka*cos*M4- &*sm*w , / cos*t??^c*coB*i? + fe'sin't? , 



§83. 

Der Dupin'sche Satz , dass sich zwei confocale Flächen in Krüm- 
mungscurven schneiden, ist von Dupin selbst auf je drei Systeme 
sich rechtwinklig schneidender Flächen erweitert worden. Dieser 
erweiterte Satz ergiebt sich als Folgerung aus dem nachfolgenden 
Lehrsatz : 

Wenn drei Flächen F=0 /^, =0i^2 = in - ihren 
Durchschnittspunkten normal auf einander stehen, so 
sind in dem Punkte, in welchem alle drei Flächen sich 
schneiden, die Tangenten der Durchschnittscurven zu 
gleicher Zeit die Tangenten der Krümmungscurven oder 
Haupttangenten. 

Die beiden Flächen F und F^ mögen sich in der Curve 1 , siehe 
Fig. 25, die beiden F^ und F^ in der Curve 2, und Fr^ und F in der 
Curve 3 schneiden. Behalten wir die in § 40, wsv^s^^^^^^s^ '^^- 
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Zeichnungen für die partiellen Diflferentialquotienten von F bei, und 
bezeichnen die entsprechenden Ableitungen der Functionen F^ und 
F2 durch die entsprechenden Buchstaben mit dem Index 1 resp. 2, 
so haben wir folgende drei Gleichungen: 

1) damit F ±, F^: P .P^ -{■ Q ,0^ + R -Ri^O 

2) damit F^ J_ F^\ P^ .P^ + iP,.£>2 + ^1-^2 = 

3) damit F^ ± F : P^.P +02^0 + Äj.Ä = 0. 

Die Gleichung (1) findet nun nicht blos in einem bestimmten 
Punkte, sondern entlang der ganzen Curve 1 statt. Wir dürfen sie 
daher differentiiren, und erhalten dadurch folgende Gleichung 

4) P.dP^ + Q.dQ^ + R.dR^ + />i.tf/>+ Q^.dQ + Ri,dR = 0, 

in welcher Gleichung 

dP= Ldx + N'dy + Mdz dQ = N' dx + Mdy + L dz 

dR = M'dx + rdy + Ndz 

ist und ähnliche Werthe für dP^y dQ^j dR^ gelten. Die Differentiale 
der Coordinaten, welche hier vorkommen, haben folgende Eigen- 
schaft: Bezeichnet man das Curvenelement von 1 mit ds, so ist die 
Gleichung der Tangente von 1 in irgend einem Punkte 

dx dy dz ' 

ds ds da 

die Normale der Fläche F^ ist ferner ^- = ^-^- = ^^ • Im 

l'i ^2 ^2 

Punkte sind beide Geraden identisch. Bezeichnet man also die 



](/7^2^ + 02^ -(- R^^ durch h^, so hat man für Punkt die Gleichungen: 

T^ = jr ) TT ^^J ^ ~d~ ^^ it' I^^^^^^ch werden in der Gleichung (4) 
die ersten drei Glieder 

P.dP^ -f QulQ^ + R.dR^ ^ P {L^,dx + .V,'.^y + M^\dz} 
+ Q {N^'dx + M^dy + L; dz) + R {M^dx + L^' dy + N^ dz) 

=^^ \p, {PL, + QN{ + rm;) + Q, {pn;+ qm, + rl;) 

^R,{PM(-^QLl-^RN,\^ 
= ^{Zi/>/>, + M.QQ^ + N,RR., + Liifi^R + R1O) 

+ m;{r,p-^ p,r) + n; (/>,o + ö.,/>)J. 

Setzen wir daher 

L,PP2 + M,00,,-\-"- + N{{P.,0 + Q2P)^ü, 
und analog 
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und 

L^PP, + M^QQ, + .... + N^{P,Q+ OxP) = ^2; 

so wird zunächst die Gleichung (4) -j-'U^ + -r- . t^ = 0; denn in Be- 

Ziehung auf F^ sind die ersten drei Glieder von den letzten dreien 
nicht verschieden. Aehnliche Gleichungen erhält man durch die 
Diflferentiation der beiden andern Gleichungen, wobei nur zu merken 
ist , dass die Diflferentialgleichungen zwar noch in der ganzen Aus- 
dehnung der entsprechenden Durchschnittscurve gelten, die resul- 
tirenden Gleichungen in (7, ^, , U^ aber nur für den Punkt 0, weil 
nur für diesen Punkt die zu ihrer Ableitung nothwendige Beziehung 
besteht, dass die Tangente an die Durchschnittscurve zweier der 
gegebenen Flächen Normale zu der dritten Fläche ist. Lassen wir 
daher in den resultirenden Gleichungen die gemeinschaftlichen Fac- 
toren weg, so erhalten wir für Punkt folgende Gleichungen: 
U^-^- ü = Ü2-{- U^ = U -\- 1/2 ='0. Diese ergeben als Summe 
ü -{- U^ -\' 1/2 = und folglich, wenn man jetzt von dieser Summe 
jede der vorigen drei Gleichungen subtrahirt: U = (/j = 6^2 = 0. 

Die Gleichung i/ = oder U.^ oder P^.dP+ 0^.dQ + Bi.dR = 0, 

ferner die Gleichung (1) nämlich P^.P + Q^.Q + B^ .B = und 
folgende Gleichung, welche angiebt, dass im Punkte die Tangente 
an die Curve 1 normal steht auf der Normale der Fläche F^ = 0, 
nämlich P^.dx -\- Oi»äy -\- B^,dz = 0] diese drei Gleichungen er- 
geben, wenn man die Quotienten P^ Q^ Äj eliminirt: 



P R 
dP dQ dB 
dx dy dz 



=0 



für Punkt 0, Diese Gleichung ist gleichzeitig die für die Krüm- 
mungscurve der Fläche F=0, d. h. sie giebt die Richtung der 
Haupttangenten im Punkte an. Man findet also: im Punkte ist 
die Tangente der Curve 1 zugleich Haupttangente der Fläche F =0. 
Aehnliches gilt für die andern Durchschnittscurven. ^ 



§ 84. 

Folgerung. (Der erweiterte Dupin'sche Satz.) Wenn 
drei Systeme sich rechtwinklig schneidender Flächen ge- 
geben sind, so ist der Durchschnitt von je zweien eine 
Krümmmungscurve'für beide. 

JoAcniMSTirAi/y Au Wendung d. DiffeteviUalxcQUti. ^ 
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Es sei F= (Fig. 26) eine Fläche des einen, /'^ = eine des 
zweiten, F2 = eine des dritten Systems, die sich überall rechtwinklig 
schneiden sqllen. Die Fläche F wird aber nicht nur von den Flächen Fi 
und F2 rechtwinklig geschnitten, sondern noch von F,' F2 , F(' F^ j 
F"' F^' u. s. w. bis ins Unendliche, welche paarweis sich wieder 
selbst rechtwinklig schneiden. Nennen wir daher den Punkt 
(F, F^, f;) = 0\ den Punkt (F , F^, F^') = 0" u. s. w., so sind 
diese Punkte, welche wir als aufeinanderfolgende Punkte betrachten 
dürfen, alles Punkte wie 0, d. h. in ihnen ist die Tangente an ihre 
Curve Haupttangente an die betreffenden Flächen. Die Punkte 
ö, 0' j 0""- liegen aber auf der Curve 1, mithin ist 1 Krümmungs- 
curve für die beiden Flächen /'= und F^ = 0, deren Durchschnitt 
sie ist 5 und so ist es mit allen andern Durchschnittscurven. 

Hieraus ergiebt sich nun der (§ 77.) nicht eigentlich bewiesene, 
sondern nur verificirte Satz als specieller Fall, dass nämlich die 
Durchschnitte eines Ellipsoids mit den confocalen Flächen oder über- 
haupt die Durchschnittscurven der confocalen Flächen 
Krümmungscurven sind. Denn durch jeden Punkt im Räume 
lassen sich drei Systeme confocaler Flächen legen (§ 81.), und diese 
schneiden sich rechtwinklig. Für jeden Punkt des Durchschnitts 

findet bekanntlich die Gleichung -^3^^+^^-+---^ 

statt. Dieselbe Gleichung giebt aber auch an, dass die Tangenten 
an die Durchschnittscurven auf einander normal stehen. Denn an 

die Flächen - + ^ + ^ =1 und -^ , + -J- , A j = 1, deren 

Durchschnitt die obige Gleichung hat, sind die Tangentialebenen 

resp. |?+^^ + f 5=1 und -^ § + ^-^^ ^ + -1^ g = 1, und 

diese stehen auf einander normal, wenn 

a a—k^^ ß—k ^ y y—k 

Dies ist zugleich die Gleichung des Durchschnitts. 

§ 85. ■ 

Als Schluss der Lehre von den Krümmungscurven wollen wir 
noch einen Beweis für den (in § G3.) angeführten Gauss'schen Satz 
geben, nämlich für den Satz: 

Der Quotient — , wenn 6 und s die dort festgesetzten Bedeutun- 

gen haben, ist gleich dem reciproken Werth des Products Qi^Q^- 

Nehmen wir ein unendlich kleines krummliniges Viereck Sq = ABBO 
auf einer gegebenen Fläche an, siehe Fig. '27, dessen gegenüber- 
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liegende Seiten Bogen von Krümmungscurven seien, und ziehen die 
Normalen in dreien seiner Eckpunkte: die Normale in A, welche 
von der in B im Punkte a geschnitten wird, und die Normale in C, 
welche die von A im Punkte ß schneidet; nennen wir ferner das auf 
einer Kugel vom Radius 1 durch parallele Normalen bestimmte eben- 
falls unendlich kleine Viereck abdc = 0qj dessen Normalen sich im 
Mittelpunkte M der Kugel schneiden: so ist zunächst ^CAB=cab==R. 
Wir können folglich beide Vierecke wegen ihrer verschwindenden 
Kleinheit als Rechtecke ansehen, und es ist mithin der Inhalt von 
Sq == AC.AB y der von 6^ = ac.ab. Nun ist 

r 

AB = Aa. {Aaj Ba) == Aa, (aMj bM) = Aa,—^= Aa.ab 

und AC = Aß.{Aß, Cß) = Aß.ac, Aa nndAß sind aber die Haupt- 
krümmungsradien für Punkt A der gegebenen Fläche: Aa==Qi Aß=Q2\ 

mithin wird — = 5:^ = — Nehmen wir nun ein belie- 

biges Oberflächenelement a, so können wir es uns immer durch die 
Krümmungscurven der Fläche in unzählig viele gegen das Ele- 
ment selbst unendlich kleine solche Rechtecke zerlegen wie 6q 
ist; für jedes solche Viereck o-q gilt der Satz wie bewiesen ist. Die 

Grösse ist nun zwar nicht dieselbe für alle die ö^ ; da aber die 

(?Q selbst nur unendliche kleine Grössen zweiter Ordnung sind, so 
sind es ihre Aenderungen ebenfalls; diese kann man somit vernach- 
lässigen, und der Satz gilt allgemein für ein Element von beliebiger 
Grösse. 



9. Die Theorie der kürzesten (geodätischen) Linien auf den Flächen. 

§ 86. 

Lehrsatz. Die kürzeste Linie zwischen je zwei gege- 
benen Punkten einer Fläche hat die Eigenschaft, dass 
ihre Schmiegungsebene durch die Normale der Fläche 
geht, in jedem Punkte der Linie, oder, was absolut dasselbe 
ist, dass der Krümmungsradius zugleich eine Normale der Fläche ist. 

Beweis. Auf der Fläche 'F(Xj y, z) ==0 seien zwei Punkte 
(1) = («^ ^^ c) (3) = («', b\ c) gegeben. Es handle sich zunächst 
darum, einen Punkt (2) = (a:, y, ;?) auf der Fläche zu finden, so 
dass die Summe der beiden Sehnen (1,2) + (2, 3) ein Minimum 
werde. Wir haben also, wenn wir die erste Sehne t/, die zweite u 
nennen, den Ausdruck t/ + w' zum Minimum zu machen, und zwar ist 

u'^^{x — ay-\-(i/-^by + {z'-c)\ u^ === (a ^xY + (b' ^uY-^is^ — -^^ 
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worin noch x, y, z der Gleichung F (x, t/j z) = genügen. Dies 
ist somit eine Aufgabe des sogenannten relativen Minimums. (Vgl. 
§48.) 

Wir haben also die Summe u -\- u '\- IF nach x,y, z partiell 
zu diflferentiiren und die Dififerentialquotienten gleich Null zu setzen : 

u u u u u u 

Diese Gleichungen ergeben zusammen mit der Gleichung F(Xj y, 2:) =0 
die Werthe für X, x, y, z. Die Aufgabe ist uns aber nur wichtig in 
dem Grenzfalle, dass die Punkte (a,b,c) und {(iyb\c) unendlich 

nahe an einander liegen. Setzen wir x — a ^= ^x, so ist — bekannt- 
lich der Cosinus des Winkels, den die Sehne u mit der Axe der x macht. 
Rücken (1) und (2) einander unendlich nahe, so geht der Bruch in 

j- über, denn die Sehne wird zur Tangente; die Sehne u wird als- 
dann zur nächsten Tangente, deren Winkel mit der a:Axe folglich 
den Cosinus j — h d-j- hat: dies ist die Grenze von T * Somit 

• j !• /ß^' — ^ x—a\ /dx , ^dx\ dx M ^dx , ^ T^yr 

wird hm 1 — j = ( ^ — \- d -j-) — t- oder d-j- = kP, Man 

\ u u / \a8 ' ds/ ds ds 

erhält also jetzt folgende drei Gleichungen: 

ds ds ds 

Nehmen wir s als unabhängige Veränderliche, also ds als constant 
an und dividiren diese Gleichungen durch ds, so werden sie: 

d^x n d^y ^ d^z ^ 

wenn der constante Bruch -r- = ft gesetzt wird. Diese drei Glei- 

chungen aber enthalten unsern Lehrsatz: die linken Seiten unsrer 
Gleichungen sind proportional den Cosinus der Winkel, welche der 
Krümmungshalbmesser, rechts den Cosinus der Winkel, welche die Nor- 
male der Fläche mit den drei Axen bildet; also fällt der Krüm- 
mungshalbmesser längs der ganzen Ausdehnung der kürzesten Linie 
zusammen mit der entsprechenden Normale der Fläche. 



87.§ 

Aufgabe. Die Gleichung der kürzesten Linie herau- 
leiten. 

Schreiben wir die drei Endgleichungen des vorigen Paragraphen 



— 133 



so, dass die unabhängige Veränderliche unbestimmt bleibt, so gehen 
sie über in folgendes System: 



= ft./?. 



dsd^x—dxd^s \ „ dsd^y — dyd ^s ^ dsd^z—dzd^s 

d? ^'^ di^ — f^.l> ^2 

Diese drei Gleichungen enthalten aber noch die consta-nte Grösse 
ft. Eliminirt man diese, so erhält man nur noch zwei Gleichungen, 
welche sich aber wiederum, auf eine reduciren, indem von jenen drei 
Gleichungen aus zweien immer die dritte folgt. Dies sieht man 
daraus, dass man aus ihnen eine identische Gleichung ableiten kann, 
und zwar, indem man sie der Reihe nach mit dx, dy, dz multiplicirt 
und die Producte addirt. Dann erhält man links, weil 

dx d^x + dyd^y + dz d^z = ds.dh und (dxy + (dyY + (dzY = {ds^ 

ist: ^'^' — ^11^ — ü — ^ xmd das ist Null. Rechts erhält man ^ mul- 
tiplicirt mit der Summe P.dx -{- Q^dy -{- R.dz, und diese ist auch 
Null. Alle drei Gleichungen vertreten somit nur die Stelle von einer, 
und diese kann man, indem man jene Gleichungen der Reihe nach 
mit dyd^z — dzd^y, dzd^x — dxd^Zj dxd^y — dy d^x multiplicirt, 
und alsdann addirt, folgend er massen schreiben: 

O^P{dy d^z - dz dPy) + {dz d}x — dx ä^z) -f R {dx d'^y^dy d'^x). 

Diese Gleichung zeigt auch unmittelbar an, dass die Schmiegungs- 
ebene in jedem Punkte der Curve durch die Normale der Fläche 
geht. Denn die Gleichung der SchmiegUngsebene lautet 

{i,—x){dyd:^z -dzd'^y)-{'{ri^y) {dzd^X'-dxd^z)+{^~z){dxd^y—dyd'^x)=0, 

und die der Normale 

Wir können die Gleichung der kürzesten Linie auch in 
der Form der Determinanten schreiben: 



dx d^x P 
dy d^y Q 
dz d'^z R 



= 0. 



Dann wird sie ähnlich der Gleichung der Krümmungscurven : 

dx P dP 

dy dO =0. 

dz R dR 

Die Gleichung der kürzesten Linie enthält x, y, dx^ dy , d^x, d^y 
weil man z und seine Diflferentialquotienten mittelst der Gleichung 
der Fläche zu eliminiren hat. Sieht man x als uriaJaljÄTL^^^^'^^^^^i^^ 
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an, so ist folglich die Gleichung der kürzesten Linie eine Diflferential- 
gleichung der zweiten Ordnung, und hat als solche zwei Constanten. 
Daraus folgt, dass man auf der Fläche zwischen zwei beliebigen 
Punkten immer eine kürzeste Linie ziehen kann, und dass von jedem 
Punkte der Fläche aus unzählig viele kürzeste Linien sich erstrecken. 
Ist die Gleichung der Fläche in der Form z = (p {x, t/) gegeben, 
so kann man die Gleichung der kürzesten Linie so schreiben: 

dx ( — d^y — qd'^z) +/? {dy d'^z—dz d'^y) = 

oder geordnet 

d'^yidx + vdz) + d'^z{qdx—pdy) = 0. 

Hierin hat man noch aus der Gleichung der Fläche 

dz = pdx -(- qdy dPz = dp dx -\- dqdy + qd'^y 
dp = rdx -{- sdy dq = sdx '\- t'dy 

einzusetzen. 

§ 88. 

Geometrischer Beweis des Lehrsatzes in § 86. Nimmt man 
zwei Elemente einer abwickelbaren Fläche 1 und 2, siehe Fig. 28 a, 
und denkt sich das Element 2 in die Ebene des Elements 1 gedreht, 
so ist jede gerade Linie eine kürzeste Linie der Fläche; denken wir 
uns also das Element 2 um die Kante, welche es mit 1 gemeinschaft- 
lich hat, in seine ursprüngliche Lage zurückgedreht, wodurch c nach 
Y fallen mag und der Drehungswinkel natürlich unendlich klein ist, 
so sind ab, by zwei aufeinanderfolgende Elemente der kürzesten 
Linie der Fläche zwischen a und einem gewissen zweiten Punkt. 
Die Ebene aby ist die Schmiegungsebene der kürzesten Linie. Da 
aber hc die Verlängerung von ab ist, so ist die Ebene ybc identisch 
mit der Ebene yba. Die Ebene ybc ist aber offenbar normal auf 
dem Element 1. Bei den abwickelbaren Flächen geht also die Schmie- 
gungsebene der kürzesten Linie durch die Normale der Fläche. 

Sind nun ab und by zwei auf einanderf olgende Elemente der kür- 
zesten Linie irgend einer Fläche, siehe Fig. 28 b, so denke man sich 
statt der Fläche das Polyeder, als dessen Grenze sie angesehen werden 
kann ; alsdann sind abj by in zwei aufeinanderfolgenden Polyederflächen 
gezogen V Es ist der weitere Beweis dann so wie vorhin. Dreht man 
die eine Polyederfläche um die andere, so dass beide blos eine einzige 
bilden und by etwa zn bc wird, so muss abc eine Gerade werden 
und die Ebene byc ist ganz dieselbe als die Ebene aby] die Ebene 
ybc ist also zu gleicher Zeit Schmiegungsebene; die Ebene byc ist 
aber normal auf der Ebene des festen Elements. Also gilt der Satz 
allgemein für alle Flächen. 
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Ist aby keine kürzeste Linie der Fläche, und klappt man by 
in die Ebene von ab herunter, so beschreibt by eine Ebene normal 
zu der Horizontalebene, ybc steht also noch normal auf der Ebene 1. 
ybc ist jedoch in diesem Falle nicht mehr die Schmiegungsebene von 
abc, denn das Element bc ist nicht mehr die Verlängerung von ab. 
Unser Satz gilt also nur für die kürzesten Linien. 



§ 89. 

Beweis desselben Satzes durch Variationsrechnung. 
Xjy,z seien gegeben als Functionen einer vierten Grösse t^ durch 
deren Elimination man die Gleichung der Fläche F{x,y y z) =0 er- 
halten muss. Durch diese Darstellungsart hat man zugleich eine 
Curve auf der Fläche bestimmt. Die Länge derselben wird gegeben 
durch das Integral 



//©'+©■+©'■■"• 



Nennt man den Werth des i, der dem Anfangspunkt A der Curve 
entspricht, a und einen zweiten Werth des ty der dem Punkt B der 
Curve entspricht, /3, so ist unsre Aufgabe, das Integral 



//' 



zum Minimum zu machen. 

Wir denken zwischen den Punkten A und B eine andere Curve 
gezogen, welche von der ersten sehr wenig abweicht: dann muss 
diese neue Curve länger sein als die erste. Wir werden diese zweite 
Curve, welche von der ersten sehr wenig abweicht, finden, wenn wir 
in der ersten statt Xy t/y z resp. x -\- a.dx y -\- s.Sy z -{- s,dz setzen, 
wenn nämlich e eine sehr kleine constante Grösse und dx dy dz ganz 
willkürliche Functionen von t sind. Sie sind nur zwei Bedingungen 
unterworfen: erstens muss die neue Curve ebenfalls durch A und B 
gehen, d. h. dx, Syy dz müssen einzeln Null sein für t = a und 
für t = ß. Zweitens muss die neue Curve auch auf der Fläche 
liegen, d. h. es muss zweitens F{x ••{- sdXy y -\- sSy y z + edz) = 
sein. Demnach muss auch die Gleichung bestehen: 

-[F{x-\- aöxy y + a8y, z + e8z) — F{XyyyZ)) =0, 

und zwar muss sie für jeden Werth von a bestehen. Entwickelt 
man daher die Klammergrösse vermittelst des Taylor'schen Lehr- 
satzes nach Potenzen der Incremente a.dxy a.dy, a.dz, führt dann 
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die Division mit € aus, und setzt e gleich Null, so hat man noch 
folgende Bedingungsgleichung für die Grössen öx^ öy, öz: 

P.öx + O.Sy + Ä.dz = 0. 
Mit Beobachtung dieser Gleichungen muss also sein: 






dx + s,d9x\* . /dy + s,ddy\^ . /dz+ s.dSzy 



/ ^" V dt / "T- V dt ) 



> 



/"'/©■+ öf)"+(i')' 



a 



Dies ist aber der Fall, wenn links, nachdem man nach s ent- 
wickelt hat, das mit s multiplicirte Glied Null, das mit s^ multipii- 
cirte positiv ist. Es ist nun 

j//dx + s,dSxV . fdy + s.ddyV ./ dz + s.döz \^ 



f^ \dt/ ^\dt/ ^\dt/ ^"^^ Idt dt^dt dt^dt dt ) ^ 
dx ddx ,dy ddy . dz dSz 

Wir haben demnach das Integral des Coefficienten von e: 

dx ddx _,dy dSy ^,dz dSz 

l^'~di~ '^di'~dr '^dt'~dt .^ r, 

- dt =i\j 



a 



zu setzen. Da nun 






ds 
dt 



ist, so können wir diese Gleichung so schreiben: 

idx d8x . dy ddy . dz^ ^*^i w/ O 



/ 



Zerlegen wir diese Summe, so haben wir zunächst 

ß 

J* dx dSx -. 
ds dt ' 

Dieses Integral können wir durch theilweise Integration auf 
folgende Form bringen: 
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Das vom Integralzeichen freie Glied ist aber Null, weil Sx = 0, 
wenn ^ = ^ ist. Demnach wird unsre vorige Gleichung : 

4 

a(^) am rfg) 1 

worin man wiederum dt als gemeinschaftlichen Factor herausnehmen 
kann. Wären nun dx Sy dz ganz willkürlich, so könnte dieses 
Integral nur dann Null sein, wenn der Factor, mit welchem dt mul- 
tiplicirt ist. Null wäre. Es besteht aber, wie wir oben gesehen 
haben, die Gleichung P.Sx -^^ Q.8y •\' R.8z = 0. Demnach kann 
das Integral nur dadurch Null werden, dass die Coefficienten der 
Grössen 8x^ 8y, dz proportional sind den Quotienten P, Q, B] d. h. 
dass man die Gleichungen 

d(p) am dm 

hat, welche man auch so schreiben kann: 



d« 



X - dt j^ d^y 2 ^* n ^l1 i ^ n 



ds« ds* d8^ 'ds"*" ds^ ds 

Eliminirt man hieraus A.^-, so erhält man nur zwei Gleichungen, 

CL S 

welche sich wiederum auf eine reduciren lassen. Denn multiplicirt 
man unsre drei Gleichungen der Reihe nach mit j~ )^ }j~} so er- 

giebt sich identisch = 0. Also vertreten diese drei Gleichungen 
nur die Stelle von einer, und diese ist dieselbe, wie die, welche 
wir oben für die kürzesten Linien gefunden haben. 



Ganz nach denselben Frincipien löst man folgende Aufgabe, siehe Fig. 29, 
welche in dasselbe Gebiet gehört: Wehn irgend eine Curve gegeben'ist, 
die Fläche durchzulegen, welche den kleinsten Flächeninhalt hat. 
[Lagrange, miscellanea Taurinensia.] Wir können sie daher kurz ausfähren. 
Lassen wir zunächst die Grenzen, welche sich nach der gegebenen Curve richten, 

unbestimmt, so ist imsre Aufgabe: den Ausdruck //Vi +i)* + g* f?J5 dy zum 
Minimum zu machen. Wir setzen daher statt z z-^-s.dz, indem wir statt der 
gesuchten Fläche eine neue bestimmen, welche aber der ersten sehr nahe ist. 

Dadurch wird |) zu |) + f .-^— und g zu g + b,-k — Also geht die Yl +p^ -{- ^* 
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über in 



oder in 



/ 



.+i-+,'+^.(,..£'+».*S+ 



Setzen wir daher Kl +jp* + 2* = ^^» so muss 




sein, und zwar innerhalb derselben Grenzen, für welche ffWdxdy ein Mini- 
mum sein soll. Es ist nun 






da; 



immer innerhalb derselben Grenzen. An diesen Grenzen ist S& Null, also haben 
wir die Gleichung 



-ff'M 




d^ 



W 



^Z'-^d^dy 



oder ^JJ S2\^—--^—jaocdy = 0. 

Im übrigen Verlauf der Fläche (mit Ausnahme der Grenzen) ist aber dz ganz 
beliebig; also muss 

dx+ dy "^^ 

sein. Die Flächen, welche dieser Gleichung genügen, lösen die Aufgabe. Um 
die Gleichung zu interpretiren, führen wir die Differentiation aus. Es ist 

Also wird unsre Gleichung, wenn wir sie mit W^ multipliciren: 

r{i + q^)-2pas + t(i+p^) = 0, 

d. h. bei den Flächen, welche diese Aufgabe lösen, ist (§ 50.) die Summe ßcv 
Hauptkrümmungshalbmesser = , oder die Hauptkrümmungen gleich und ent- 
gegengesetzt. 

Ein interessantes Beispiel hierzu ist folgendes: Zwei Kreise liegen einander 
parallel so, siehe Fig. 30, dass ihre Mittelpunkte normal übereinander sind. 
Welches ist die kleinste Fläche, die man durch beide hindurchlegen kann? Zu- 
nächst ist soviel klar, dass es jedenfalls eine ümdrehungsfläche sein wird. Denn 
zieht man in beiden Kreisen zwei Paar i>aralleler Radien, und an einer beliebigen 
andern Stelle der Peripherie ebenfalls zwei Paar, welche denselben Winkel ein- 
fassen, so müssen die Streifen der gesuchten Fläche, welche durch die Ebenen 
ausgeschnitten werden, die man durch je zwei parallele Radien hindurchlegt, 
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einander gleich sein. Wäre dereine grösser als der andere, so könnte man, um 
an jener Stelle ein Minimum in dem verlangten Sinne herzustellen , wenigstens 
den andern Streifen an seine Stelle setzen. Wir können folglich die Gleichung 
der gesuchten Fläche in folgender Form schreiben: z = f{^) S* = a;* + y*. 

Dann ist p = f'.^ 2 = /^»v» ^^^ W =yi ~\-' f^. Setzen wir noch der Kürze 

r 

halber ' = i, so wird unsre partielle Differentialgleichung folgende: 

- ä — - + Q = oder 2L + ix^ + y^)^^ = oder 2L+ ^^- = 
dx ' dy ' \ dx ' ^dy^di d% 

oder 2-^ + -^ = 0. Integrirt giebt diese Gleichung 2Z| + Zi + cst = oder 

in den Numeris g«. i = a d. i. y 'y^ = « oder gV'* = a« + a^ f"^ d. i. . 

SM;tt) =a2 + aM-Tfc) oder T-r = -— =r=z 
und durch Integration 

wo — a.lh die willkürliche Constante ist. Setzt man statt b a.c«, so wird unsre 
Gleichunff 

l + KF^^* 



z = a.l 



a.c« 
oder in der exponentiellen Gestalt 

9 

+ « 



Daraus folgt sogleich 

a._L_ = g^ ^a »(4-KP ^g) ^^^^^. -^-«_ ^^^^ 



e« 



Mithin wird 



a I — + a — — — a| . 



dies ist aber die Gleichung der Kettenlinie. Die kleinste Fläche also, welche 
genügt, ist entstanden durch Eotation einer Kettenlinie. 

Die Integrationsconstanten a und a bestimmen sich durch die Entfernung der 
beiden Kreise und ihre Radien. Bisweilen giebt daher die Kettenlinie kein Mini- 
mum, sondern erstens den obern Kreis, zweitens den untern, drittens die Axe. 

§ 90. 

Excursus. Die kürzesten Linien finden eine häufige Anwendung 
in der Mechanik. Wir wollen davon zwei wichtige Beispiele anführen. 

1) Wenn ein Punkt auf einer Fläche F{x, y» z) = sich be- 
wegt, und die Kräfte, welche dies bewirken, mit Z, V, Z bezeichnet 
werden, so sind bekanntlich die Differentialgleichungen der Bewegung 
folgende: 
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Wirken aber auf den Punkt ausser einem ersten Impulse gar keine 
Kräfte, so sind Ä, F, Z einzeln gleich Null, und die DiflFerential- 
gleichungen der Bewegungen sind jetzt folgende: 

d¥ ~ ^'^ ^ dp —^'^'> dt^~ ^'^ 
in den Bezeichnungen des § 40. X ist das , was vorhin — war. Mul- 

tiplicirt man diese Gleichungen der Kerne nach mit -jr-f ~dt^ "JT 
und addirt sie alsdann, so kommt rechts 0, links das DiflFerential 
von ^72 heraus. Man hat also durch Integration ds = a, dt, wo a 
die Constante. Hiemach können wir d( eliminiren, und erhalten 
dadurch, wenii wir -^ = ^ setzen: 



d^x 
ds^ 






Dies sind aber die Gleichungen der kürzesten Linie. Also haben 
wir, den Lehrsatz: 

Wenn ein Punkt gezwungen ist, sich auf einer Fläche zu be- 
wegen, und keine beschleunigenden Kräfte auf ihn einwirken, so 
beschreibt er eine kürzeste Linie. 

2) Ein zweiter Fall ist folgender: Wenn ein Faden auf einer 
Fläche gespannt wird, und auf den Faden weiter keine Kräfte wirken, 
also auch von seiner Schwere abstrahirt wird, so nimmt der Faden 
die Gestalt der kürzesten Linie an. Denn, bezeichnet T die Spannung, 
so bleibt das Element im Gleichgewicht durch folgende Kräfte: 

und zwei ähnliche. Dazu kommt der Widerstand der Fläche in der 
Richtung der x Axe : + A iP' {x) oder + A . P. Fürs Gleichgewicht 
muss nun die Summe aller Componenten in einer Richtung Null sein; 
man hat also 

Sind die Kräfte JT, F, Z == 0, so können wir, wenn wir X statt t- 
schreiben, die Gleichungen so fassen: 

äs ds ^ ds 
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oder durch Ausführung der Differentiation 

ds d$ "^ ds* ds da ' ds* ^ d$ ds ^ ds^ 

Multipliciren wir diese drei Gleichungen der Beihe nach mit 
^^ ||, ^ und addiren; so entsteht: ^.l + J.O = A.O, oder 

dT 

-— = 0, also T=a. Setzen wir diesen Werth in die drei Gleichungen 

ein, so werden sie wiederum zu den Gleichungen der kürzesten Linie. 



§91. 

Aufgabe. Die kürzeste Linie auf allen Rotations- 
flächen zu finden. 

Wir wenden hier die Gleichungen der kürzesten Linie in folgen- 
der Form an: 

d^x + ldx + (iP = 
d'y + Xdy + iiQ ==0 j 
d^z + Xdz+ p^B^O 

welche sich leicht aus der Gleichung in Determinantenform ableiten 
lässt. Die allgemeine Gleichung der Rotationsfläche ist z =/*(!) 

|2 = ^2^y2. Demnach wird /> = /".|| =/'.|, 0=/".^ und 
B = — 1. Also werden unsre drei Gleichungen: 

d'y + ^dy + fir.^j^O' 

d^z + Xdz — ft = 

Multipliciren wir sie der Reihe nach mit dx, dy^ dz und addiren 
alsdann, so finden wir folgende Gleichung: ds.d^s + A.ds^ + ft.O=0 
oder d^s -{- X.ds =^0. Elimininirt man ft dadurch, dass man die 
erste Gleichung mit y, die zweite mit x multiplicirt, und subtrahirt, 
so hatman folgende zweite Gleichung yePa; — x^y + A (ydx — xdy)==^, 
d. i. wenn wir ydx — xdy ^= N setzen: dN -\- IN = 0, Eliminiren 

wir also A , so finden wir -^ = -j— , oder wie wir auch schreiben 

können — - — ^ == 0. Diese Gleichung giebt integrirt ^ = v, 

wo V die Constante ist. Setzen wir für N und ds ihre Werthe 
zurück, so haben wir folgende Gleichung gefunden 

ydx — xdy = v j/dx'^ + dy^ + dz^. 

Diese Gleichung transformiren wir behufs der Inte%t^^iss^* "^^^cksss-^- 
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wir irgend einen Meridian zum nullten und nennen den Winkel, den 
ein andrer mit ihm bildet w, so können wir vermöge der Gleichung 
der Rotationsfläche schreiben o; = | cos u, y = ^ sin w, z = /"(§). Da- 
nach verwandelt sich unsre Gleichung in folgende 

— ^'^du=Vl/dlE,^ + lE^^du^+ndi,'^ oder du'^ {g^- v^gaj = ^o^|2 {l+/"2} ; 

also können wir die Variabein unmittelbar separiren, und haben so- 
mit die integrable Gleichung gefunden: 



_ vd^-./1 + n 



du 

Um die Grenzen ansetzen zu können, wollen wir bestimmen, dass 
für den nullten Meridian, wo w = ist, der Radius des Parallel- 
kreises, in welchem die kürzeste Linie den Meridian trifft, Tq sei, 
und der des Parallelkreises, in welchem sie den Meridian, für welchen 
u = u ist, trifft, r. Dann wird das Integral 



"'^fWi^-i 



s 
t 



Die separirte Differentialgleichung ^'^du = vds hat einen ein- 
fachen geometrischen Sinn. Man denke sich zwei unendlich nahe 
Meridiane, siehe Fig. 31 , deren Winkel also du ist, und einen Theil 
der kürzesten Linie ab, welcher zwischen ihnen liegt. Ferner sei ac 
das zwischen ihnen liegende Stück des Parallelkreises, der durch a 
geht. Dann ist ac = ^.du, ab=ds. Ferner im rechtwinkligen 
Dreieck bac: ac = ab, cos bac = ab. sin (M^ ab) = ab. sin /. Also 
wird ^.du = dssmi und 5^e?w === 5e?5 sin ^ und ^smi = v, also 
constant. 

Zeichnet man z. B. bei der Kugel irgend zwei Meridiane M und 
yü/', siehe Fig. 32, und für sie die Radien | und g' und bestimmt 
die Winkel i und e', so hat man i^.smi = ^\sinz. Es ist aber, wenn 
man die Stücke der Meridiane vom Pole bis zu der kürzesten Linie 
mit g) und q)' bezeichnet, | = a sin g?, §' = ö sin 9?', wo a der Kugel- 
radius ist; man hat somit folgende Gleichung: sin 9?. sin ^ = sin g)\ sin t] 
d. h. die kürzeste Linie auf der Kugel ist so beschaffen, dass, 
wenn man zwei Punkte in ihr mit dem Pole verbindet, die Sinus 
der Winkel, welche sie mit dem Meridian bildet, sich verhalten um- 
gekehrt wie die Sinus der entsprechenden Poldistanzen. Das ist aber 
die Grundeigenschaft des grössten Kreises auf der Kugel. 

Um die kürzeste Linie ayf dem Umdrehungsellipsoid zu finden, 
schreiben wir die Gleichung der Meridianellipse in folgender Form: 

\lZlZl' '^'^^ ^^'g- 33, also ^vird die Gleichung des Ellipsoids 



folgende : 
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X = a cos V cos u 
y = a cos V sin u • 
z^fbsmv 



Dadurch wird unsre Diflferentialgleichung : 



also durch Quadrirung: 

du^ /a^cos^2; — v'^a'^ cos^vV =v^dv^ ia}^\v?v -^-IP' cos^ v\ 
und folglich 



u 



V 

V I dv -a/ci^ sin* v -\-b^ cos* v 

aj cosvr a*cos*i? — ** 



»0 



welches Integral sich auf eins der dritten Gattung zurückführen lässt. 



dx 


d^x P 




dy 


d-'y Q 


t 


dz 


d'^z R 





§ 92. 

• 

Aufgabe. Die kürzesten Linien auf jedem Ellipsoid 
zu finden [zuerst von Jacobi gelöst]. 

Die Gleichung der kürzesten Linien kann man, auch im alier- 
allgemeinsten Falle, von einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
durch Integration auf eine erster Ordnung zurückführen, indem man 
sie mit dem Ausdruck multiplicirt, welcher gleich Null gesetzt die 
Differentialgleichung der Krümmungscurven ist. Man erhält dadurch 
das Product der beiden Determinanten:' 

dx P dP 
dy dQ 
dz R dR 

dx^ + dy'^ + dz'^ dxd'^x + dyd'^y + dzd:^z dxP + dyQ + dzR 
Pdx + Qdy + Rdz Pd'^x + Qd'^y + Rd'^z P^ + ^2 _[_ ^2 
dPdx-\-dQdy-\-dRdz dPd^x+dQd'^y + dRd'^z PdP+QdQ + RdR 

Nun ist aber Pdx + Qdy -\- Rdz = 0, ferner dx'^ + </y^ -)- dz'^ = ds'^, 
also dx d^x + dy d'^y -j- dz tPz = ds d'^s. Femer hat man 

dPdx + dQdy + dRdz + Pd'^x + Qd:^y + Rd'^z = 0, 
also 

JP^o: + Qd'^y + Rd'^z = — {dPdX'\- dQdy + dRdz), 

Setzt man endlich 

p2 + Qij^R2 = ip.^ also PdP + £)e?f^ + RdR = Äe?Ä, 

so lässt sich die Determinante, die wir durch Multiplication der 
beiden gefunden haben, und die Null sein uvwa^^ ^^^ \<s^^ ^^^^^^ 
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Sind, jetzt folgendermassen schreiben, wenn wir noch drei ähnliche 
Glieder durch 2 andeuten: 



ds^ ds, d'^s • 

— £{dP. dx) W^ 
2{dPdx) ZidP.d^x) HdH 



= 0, d.i. 



—ds^ {ff. dff. 2{dP. dx) + ff\ 2{dP. öf^x)) + ds,d:^s. H^. Z{dP. dx) = 0. 

Streichen wir zunächst noch den gemeinschaftlichen Factor B. ds 
und dividiren ausserdem die Gleichung durch ff.ds. 2J{dP.dx), so 
wird die vorige Gleichung, welche somit sowohl für Krümmungs- 
curven als auch für kürzeste Linien gilt: 

_dH_ 2(dP.d^x) j_d^_o 
H SißP.dx) "r ds ~ • 

Diese Gleichung gilt allgemein für alle Flächen. Zwei der sie 
bildenden Brüche sind genaue Differentiale; der mittlere wird es 
auch für die Flächen zweiten Grades mit einem Mittelpunkte, die 

in der Gleichung l"ßH 1=0 enthalten sind. Denkt man 

sich nämlich das Polynom durch 2 dividirt, so wird sein Differen- 
tialquotient partiell nach x oder />= -, also dP = — 5 also wird hier 

dx.d^x .dy.d^y , dz.d^z 
SjdP.d^x) ^ a ' g "I y 

s\dP.dx) ' dx^ . dy* , dz* 

Hier ist der Zähler das genaue Differential des Nenners. Setzen wir 
den Nenner = A^, so wird der Zähler X.dX, also der Bruch y-, und 
wir haben somit folgende Differentialgleichung 

dH dX ^^d^s ^ 

~ H '~ X ^ ds ~^^' 

Diese lässt* sich sofort integriren. Sie giebt ^- = csl] oder mit 
Zurücksetzung der Werthe: 

«2,^2,^ dx^+dy^ + de^ 

^2 i" p2 j- y2 — ^' ci^% dy% dgi ' 

Diese Gleichung, welche nicht nur für das EUipsoid, sondern 
für alle drei Flächen mit einem Mittelpunkt gilt, hat eine einfache 
geometrische Bedeutung. Nach § 50. ist ihre linke Seite das Quadrat 
des reciproken Werthes von p, der Entfernung vom Mittelpunkte 
der Fläche bis zur Tangentialebene in {x, y, z). Den Bruch rechts 
kann man^ weil der Zähler ds^ ist, so schreiben: 
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1 ( ^s/ , \ds/ , \d8/ I 



d. i. wenn A, By C die Winkel der Tangente eines Normalschnitts 

..1 j • A • J 1 /cos* -4 , C0S'J5 , cos* (7\ r\ T_ IL • j 

mit den drei Axen sind: 1 : ( ^ j • Deshalb wird 

\ a ' p y ' 

der Bruch rechts, wie ebenfalls in § 50. dargethan worden ist, gleich 
dem Quadrate des Radius d, siehe Fig. 34, den man vom Mittel- 
punkte der Fläche aus der Tangente parallel bis zur Fläche zieht. 

Es ist somit — r = <7. e?^ oder d,p = csti d. h. Zieht man eine kürzeste 

P* 

Linie auf einer Fläche zweiten Grades, die einen Mittelpunkt hat, 
und nennt d den Radius der Fläche, welcher der Tangente der Curve 
parallel ist, und p die Entfernung des Mittelpunktes der Fläche von 
der Tangentialebene desselben Punktes, so ist das Product dieser 
beiden Grössen constant. — Dieselbe Eigenschaft gilt auch für die 
Krümmungscurven. 

Der Satz vom constanten Inhalt des Parallelogramms über je 
zwei conjugirten Durch näessern bei den Kegelschnitten mit einem 
Mittelpttnkte entspricht diesem Satze von den Flächen, wie man aus 
der Figur ersieht: denn d ist hier die halbe Grundlinie, p die halbe 
Höhe eines solchen Parallelogramms. 

Es folgt noch: Für die Krümmungscurven gelten folgende 
Gleichungen : 

1) Die so eben gefundene d,p = cst, in welcher nur die ersten 
Differentiale dx, dy , dz enthalten sind, und welche 2) der Gleichung 

- ^dx-^^^ .dy -\ .rfz = unterliegen, weil x,y,z ein Punkt der 

Fläche sein soll, und 3) der Gleichung der Krümmungscurven 



dx 
dy 
dz 



ax 


X 


a 


a 


dy 


y 


ß 


ß 


dz 


z 


Y 


y 







oder 

adx(t/dz — zdy) -^ ßdy {zdx^—xdz)-^ ydz (xdy — ydx) = 0. 

Man kann aus den beiden letzten Gleichungen das Verhältnis der 
Grössen dx dy dz, d. h. die Richtungen der Krümmungscurven be- 
stimmen. Aus allen drei Gleichungen kann man die Verhältnisse 
von dxj dy, dz vollständig eliminiren, und erhält dadurch die end- 
liche, integrirte Gleichung der Krümmungscurven. 

Bei den kürzesten Linien dagegen haben wir zwar ^uch noch 
die beiden Gleichungen, welche wir vorhia \s\Vl V^ ^sx^\ '^ N^^t-^^^^- 

JoACHTMSTHAi/, Anwendung d. DiffeTenl\a\tec\in. ^"^ 
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neten. An die Stelle der Gleichung 3) tritt aber eine DiflFerential- 
gleichung; welche auch die zweiten Differentiale ä^Xy cPy, dP-z ent- 
hält, nämlich die der kürzesten Linien. Hier ist also die Aufgabe 
nicht bestimmt, wenn man durch irgend einen Punkt die kürzesten 
Linien ziehen soll, sondern man kann nach allen beliebigen Bichtungen 
herum kürzeste Linien ziehen. 

Obwohl also die Gleichung d.p == const. für beide Arten Curven 
gilt, sind sie doch wesentlich von einander verschieden. 

Zum Schluss geben wir noch den Weg an, auf welchem man 
zur Separation der in der gefundenen Differentialgleichung 

enthaltenen Variabein und demnach zur vollständigen Integration ge- 
langt. Führt man die elliptischen Coordinaten ein, 

X = a sin u/f y = h cos u cos v z = c sin v^ ^ 
wo ^' = y\ — k"^^in^v und ^ = y\ — X^ sin^t/, ferner 

A^ = -= 5 und A 2 = -5 = 

ist, so erhält man, wenn man noch folgende Abkürzungen gebraucht 
£=A2cos^w+A'2cos^t;, ^=»=fl(^cos2t/ + ^^sin^t/, r = c2cos^t; + ^^sin't;, 
ähnlich wie in § 82. 

dx' + dy^ + dz-^==L g du' + ^ dv^ , 

und 

a* "1" 6* "1" c* "" a« 62 ^2 ' 

Also wird die zu integrirende Gleichung, wenn wir statt a^V^c^C 
blos die Constante C setzen: 

oder wenn man ordnet 



du* 



\üV-Cl\ +^*{(7F--67f[ =0 



ö* 
oder 

FFöTM? die Variabein getrennt sind. Für die Constante C bemerkt 
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man, dass sie zwischen ü und V liegen muss; da nun der grösste 
Werth von ü a'^, der kleinste von V c^ ist, so muss C zwischen d^ 
und c^ liegen. Durch Integration erhalten wir also folgende Glei- 
chung der kürzesten Linien auf einem dreiaxigen EUip- 
soide: 



/ 






^ _i C ^^ ,/ c« 008^1? + y sin« t; , ^ 

Es sind dies im Allgemeinen Abersche Integrale. Sie werden ellip- 
tische , wenn C = b'^ ist. 



§ 93. 

Lehrsatz. Wenn man von irgend- einem Punkte Z des ElHp- 
soids nach zwei Nabelpunkten F und F' kürzeste Linien zieht, und 
durch L die beiden Haupttangenten legt, so bilden die kürzesten 
Linien mit den Haupttangenten gleiche Winkel. 

Beweis, Die kürzeste Linie LF, siehe Fig. 35a. b, hat die 
Eigenschaft, dass das Pfoduct d,p m dem ganzen Laufe dieser Linie 
constant ist. Dieselbe Eigenschaft kommt auch der Linie LF' zu. 
Da nun aber die Nabelpunkte symmetrisch in dem Hauptschnitt der 
grössten und kleinsten Axe liegen, so ist die Entfernung der Tan- 
gentialebene vom Mittelpunkte für alle diese vier Nabelpunkte con- 
stant. Ferner ist der Durchmesser, welcher der Tangente in F paral- 
lel ist, der Durchmesser eines Kreisschnitts, d. h. gleich der mittlem 
Axe 2b] und ebenso der, welcher der Tangente in F' parallel ist. 
Somit ist für beide Punkte F und F' das Product d.p constant, dem- 
nach ist d.p constant im Laufe der ganzen gebrochenen Linie FLF". 

Wir ziehen nun in L vier Tangenten : die beiden Haupttangenten, 
1, 2 und die Tangenten an LF und LF', 3 und 4, Zu diesen vier 
Tangenten denken wir uns vier Durchmesser parallel gezogen: d^ d^ 
d^ d^. Diese liegen erstens in einer Diametralebene, weil die vier 
Tangenten in der Tangentialebene liegen 5 di und d.^ sind die Haupt- 
axen des Diametralschnitts; die beiden Durchmesser ^3 und rf^ müssen 
einander gleich sein, weil sie es sind, wenn man sie mit der Ent- 
fernung der Tangentialebene vom Mittelpunkte multiplicirt 5 also sind 
^3 und d^ die gleich grossen Durchmesser des Diametralschnitts, und 
somit gegen die Axen ^^ und d^ gleich geneigt. Dasselbe Verhältnis 
muss unter den ihnen parallelen Tangenten bestehen: die Tangenten 
3 und 4 müssen folglich mit den Tangenten der Krümmungscurven 
1 und 2 gleiche Winkel bilden. — 

Wir können nun hieraus einen Satz ableiten, welcher dem. v<^xk 
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den Kegelschnitten analog ist, dass die Summe resp. Diflferenz der 
Radienvectoren constant ist. Wir beweisen zunächst den Satz in der 
Ebene, welcher sieh darauf stützt, dass der Kreis seine Radien recht- 
winklig schneidet, und erweisen alsdann einen Lehrsatz von Gauss, 
welcher diesem vom Kreise analog ist. 



§94. 

Lehrsatz 1. Wenn man bei einer Ellipse nach einem Punkte 
der Peripherie Radienvectoren zieht, so bilden sie mit der Tangente 
dort ffleiche Winkel. 

Sind f und f\ siehe Fig. 36, die beiden Brennpunkte der Ellipse 
und a ein Punkt in ihrer Peripherie, h der ihm unmittelbar nächste, 
so ist nach dem Grundgesetz der Ellipse: fü-\-f'a=fh-\-f'h. 
Trägt man daher fa auf fh bis nach a, und f b auf fa bis nach /3 
ab, so ist auch aß = ha. Femer hat man in den beiden Drei- 
ecken aßb und aab die Linie ab gemeinschaftlich, und endlich ist 
<:^aßb = aab = Bj weil der Radius den Kreis rechtwinklig schneidet, 
oder weil, wenn man von einem Punkte Strahlen zieht, welche 
gleichlang sind, die Curve, welche die Endpunkte der Strahlen ver- 
bindet, normal auf den Strahlen steht. Demnach bildet «Z? denselben 
Winkel mit «/" wie mit bfy und da Punkt b unendlich nahe an 
Punkt a liegt, also die Winkel, welche ab mit a/' und bf bildet, 
einander gleich sind, so bildet die Linie abj oder die Tangente in a 
mit beiden Strahlen gleiche Winkel. 

Lehrsatz 2. (Umkehrung.) Zieht man von zwei Punkten inner- 
halb einer Curve nach einem Punkte der Cnrve Strahlen, und bilden 
diese mit der Tangente dort gleiche Winkel, so ist die Summe der 
Strahlen constant. 

Der Beweis ist der vorige in umgekehrter Ordnung. Sind a 
und b zwei unendlich nahe Punkte der Curve,' und ist ^{ba, af) 
oder -^(ba, bf) = {ab, «/'), so ist in den rechtwinkligen Dreiecken 
aßb und aab aß = ba, folglich auch fa + f (^ = /^ + /"^ = est. 

Anmerkung. Derselbe Satz und seine ümkehrung gilt auch 
m. m. von der Hyperbel, siehe Fig. 37, d. h. wo es sich um con- 
stante Differenz der Strahlen handelt. Der Beweis ist ganz analog 
dem hier gegebenen. — Dieselbe Betrachtung giebt auch den Beweis 
für folgenden Satz : Legt man um eine Curve einen Faden und spannt 
ihn, so beschreibt seine Spitze eine Curve, deren Tangente mit den 
Radienvectoren gleiche Winkel bildet. Ebenso für die Umkehrung: 
Wenn zwei Curven in der Beziehung zu einander stehen, siehe Fig. 38, 
dass die Tangenten von einem Punkt der äussern nach Punkten der 
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innern mit der Tangente in jenem Punkt der äussern gleiche Winkel 
bilden, so ist folgende Summe constant: erster ßadiusvector plus 
Bogenstück der zweiten Curve plus «weiter Radiusvector, 
Der Satz gilt z. B. von zwei confocalen Ellipsen. 

§ 95. ^ 

Lemma. Wenn man von einem Punkte einer Fläche 
nach allen Richtungen hin gleich grosse kürzeste Linien 
zieht, so stehen dieselben auf der Curve ihrer Endpunkte 
normal. 

Beweis. 1) Wir denken uns von einem Punkte der Fläche 
aus einander unendlich nahe, siehe Fig. 39, zwei kürzeste Linien von 
gleicher Länge gezogen: OA und 0-ß; dann soll die Linie AB auf 
jedem dieser beiden Radien normal stehen. Angenommen, dies sei 
nicht der Fall, so wird z. B. der Winkel bei A ein spitzer sein, der 
bei B stumpf. Denken wir uns jetzt auf OA von A aus ein Stück 

AC abgetragen, so dass AC = — -j, also der Winkel CBA = B ist, 

wenn man die kürzeste Linie CB zieht, so ist, weil AB, AC, CB 
unendlich kleine Grössen sind, CB = AC. sin A, also 

0C+ CB = ÖA— AC-]- CB = OB — AC{1 — sin A)] 

es wäre somit der Weg OCB <,0 B, d. h. OB keine kürzeste Linie. 
Diese Construction ist aber nur möglich, so lange A von 90^ ver- 
schieden ist; da sie einen Widerspruch ergiebt, so muss ^ = 90^ 
sein. 

2) Der analytische Beweis stellt sich so: Denkt man sich von 
einem Punkt aus nach allen Richtungen hin beliebige Linien ge- 
zogen, nicht blos kürzeste, und auf denselben von dem Punkte aus 
eine Strecke u abgetragen, so wird offenbar der Winkel, den die 
Curve der Endpunkte dieser u mit den Strahlen macht, sehr ver- 
schieden sein können von einem rechten Winkel. Denkt man sich 
nun die Strecke u immer kleiner werdend, aber auf allen Curven 
gleich gross, so zieht sich die Curve, die ihre Endpunkte verbindet, 
immer mehr zusammen. Wird u unendlich klein, so kann man alle 
Endpunkte ansehen als in derselben Ebene liegend mit dem Punkte, 
von dem man ausgegangen ist; sie bilden folglich alsdann einen un- 
endlich kleinen Krpis , und dieser steht somit normal auf allen 
Strahlen. — Hat man also von einem Punkte einer Fläche nach 
allen Richtungen hin, also unzählige viele kürzeste Linien gezogen, 
und nimmt irgend eine unter ihnen als die erste an, so wird jede 
andere gegeben sein, wenn man weiss, welchen Winkel v im An- 
fange bei ihre Tangente mit det T^x\^'erÄÄ ^^^ ^x'sXfö^ Ns^s^'^. 
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Nennt man ferner die Länge einer solchen kürzesten Linie vom 
Punkte aus bis zu einem Punkte auf ihr gerechnet w, so kann 
offenbar jeder Punkt der Fläche gegeben werden durch die beiden 
Grössen u und v\ d. h. man kann seine drei rechtwinkligen Coor- 
dinaten x, y, z jede als Function von u und v darstellen. In diesem 
Coordinatensystem wollen wir nun die Gleichung der kürzesten 
Linien für Punkt aufstellen, d. h. die Frage lösen: Welche Func- 
tionen müssen x^y^z von u und v sein, oder wie müssen diese 
Functionen beschaffen sein, damit diejenigen Curven, für welche v 
constant ist, u aber variabel, kürzeste Linien sind? Damit eine 
Curve kürzeste Linie ist, muss ihre Schmiegungs ebene normal stehen 
auf der Tangentialebene der Fläche. Die Tangentialebene der Fläche 
hat die Gleichung 

\dudv dudvÄ^ ^^~^\du'dv dudv/^^ .^'^\dudv dudvJ^^ y;— ^• 

Die Schmiegungsebene derjenigen Curve, für welche v constant ist, 
u aber variabel, ist 

/dx d2_y_dy dlx\ /«. _ ^n , (dyd^_dz_ d^j\ .._. 
\dü du^ du duV v^ ^^ "T \du du^ du du^f ^^ ^ 

,(dzd^x_dxd^z\. _ \_n 

' \du du^ du äW ^^ ^>' ~" ^* 

Diese beiden Flächen schneiden sich rechtwinklig, wenn 

/dxdji_dydx\/dxd^y_dyd^x\ i(dydz__dz^dy\(dyd^__dz ^\ 
\dudv dudv/\dudu^ du dü"^' '^^u'dv dudv)\dudu^ du du^^ 

i(dz dx__djodz\/dz_d^_dx d^\ _o - . 
' Vgl* ä V dudv/ \du du^ du du'f ~ 

Dieses Aggregat von Producten lässt sich in folgenden Ausdruck 
transformiren : 

kdo^ _,dy^x d^\ [dx ^ .dy ^ .dz_ d^z) 
\du^ •" du^ ' äw*J \dv' du^ "^ dv ' du^ "^ dv ' du^^ 

_ idxdx idydy idz_dz) idxd^ . dy^d^, dz_d^z) ^ ^ 
Idu dv ''dudv ~^ dudv) fdu du^ ' du du^ ' du du^t 

^ idF dEl p, ,dE _^ 

Es ist aber 

du^ ~ du^ ' 

denn du ist das Bogenelement der Curven Uy um die es sich hier 
handelt. Dadurch wird unsre Gleichung folgende : ^— = oder, 

einmal integrirt: F eine Function von v allein. 

Hieraus and aus der zu Anfang dieses zweiten Beweises ange- 
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führten geometrischen Hilfsbetrachtung ergiebt sich unser Lehrsatz 

sofort. Die Grösse ,. bedeutet den Cosinus des Winkels zwischen 

VKG 

den Curven U und V. Nehmen wir für alle Curven ü^ d. h. für 
alle kürzesten Linien, u constant, so erhalten wir die Curve F, 
welche die Endpunkte aller dieser gleichlangen kürzesten Linien 
verbindet. Lassen wir das u immer kleiner werden, so wird der 
Winkel dieser Endpunktencurve mit den kürzesten Linien schliesslich 
90^, wie wir wissen; also sein Cosinus gleich Null. Es muss mithin, je 
kleiner u wird, desto mehr F sich der Null nähern, und wenn u 
unendlich klein ist, muss /* = sein. In F kommt aber u gar nicht 
vor; deshalb muss F unter allen Umständen gleich Null sein; also 
steht die Endpunktencurve stets auf allen kürzesten Linien normal, 
u mag so gross sein als man will, wenn es nur für alle kürzesten 
Linien dasselbe ist. 

Anmerkung.- Dieser Beweis giebt sofort noch einen Satz, von 
welchem der eben bewiesene ein specieller Fall ist. Denkt man sich 
nämlich auf einer Fläche irgend eine Curve gezogen und eine An- 
zahl kürzester Linien , die darauf normal stehen , und auf allen diesen 
kürzesten Linien von der ersten Curve aus, die zum F Systeme ge- 
hören möge, gleiche Längen aufgetragen, so erhält man eine neue 

Curve, für welche man auf dieselbe Art beweisen kann, dass v^— = 

' ' du 

ist oder F nur von v abhängt. Da aber für die erste Curve nach 
dem eben bewiesenen Lemma F=0 ist, so findet diese Gleichung 
auch für die neuen Curven statt, und wir erhalten somit folgenden 
umfassenderen Satz: 

Zieht man eine beliebige Curve auf einer Fläche und errichtet 
auf derselben geodätische Normalen von gleicher Länge, so liegen 
die Endpunkte dieser Normalen auf einer Curve, die alle Normalen 
rechtwinklig schneidet. 

Dass das oben bewiesene Lemma nur ein specieller Fall hiervon 
ist, geht daraus hervor, dass der Punkt, von welchem wir oben aus- 
gingen, als Degeneration jeder geschlossenen Curve angesehen wer- 
den kann. 

§96. 

Hiernach lässt sich folgender Lehrsatz beweisen: Wenn man 
auf einer Fläche um zwei Punkte als feste einen Faden sich gelegt 
denkt, den man stets gespannt hält, wodurch er (§ 90., 2) die Ge- 
stalt der kürzesten Linie annimmt, so bilden die Radien vectoren 
immer gleiche Winkel mit der entstehenden Curve. Oder, was genau 
dasselbe ist: Bestimmt man den Ort eines Punktes auf der 
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Fläche, so dass die Summe seiner kürzesten Entfernungen 
von zwei festen Punkten f und f der Fläche constant 
bleibt, so bilden diese Entfernungen oder geodätischen 
Radienvectoren mit der Tangente derCurve stets gleiche 
Winkel. Ebenso, wenn die Diflferenz der Radienvectoren constant 
ist. Die Construction und der Beweis ist genau so wie für § 94., 
Lehrsatz 1. Die vier Punkte, welche hier den Punkten a,b,a,ß 
dort entsprechen, liegen auch hier in einer Ebene, weil sie einander 
unendlich nahe sind; und auch hier sind nach dem Gauss'scben Satze 
aßb und aab rechte Winkel, mithin ändert sich gar nichts im Beweise. 

Auch gilt hier der umgekehrte Lehrsatz, wie von selbst 
klar ist. 

Folgerung [von Michael Roberts]. Die Krümmungscurven 
des Ellipsoids sind der geometrische Ort für einen Punkt, 
dessen Entfernungen von zwei Nabelpunkten durch kür- 
zeste Linien gemessen eine constante SuiAme haben. Denn 
nach § 94. ist <^(3, 1) = (4, 1) und <^(3, 2) = (4, 2), mithin ist, 
wie eben bewiesen, LF -{- LF' = c, 

§ 97. 

Gauss hat sich mit dem Coordinatensystem, welches sich 
auf § 95. gründet, noch etwas genauer beschäftigt. Es ist folgendes: 
Man lege durch irgend einen Punkt auf einer Fläche, s. Fig. 40, un- 
zählig viele kürzeste Linien nach allen Richtungen, u sei die Entfernung 
irgend eines Punktes auf der Oberfläche von 0\ es wird also u an- 
gesehen werden können als die eine Coordinate,- indem alle Punkte, 
welche gleichest haben, auf einer Curve liegen, die auf allen Curven 
des ersten Systems normal steht. Betrachtet man eine beliebige 
Curve des ersten Systems z. B. 0^ als erste, so wird jeder Punkt 
C der Fläche vollständig gegeben sein, wenn erstens sein w, d. h. die 
geodätische Entfernung OC bekannt ist, und ausserdem der Winkel v, 
welchen 00 in mit der ersten Curve OA macht. 

Es ist dieses Coordinatensystem ganz analog den Polarcoordinaten 
in der Ebene. — Wäre der Pol der Erde, so wären u die Poldi- 
stanzen und V die geographischen Längen. 

In diesem Coordinatensystem ist also für die Curven des ersten 
Systems v constant, für die des zweiten u. Die Grösse F ist = 0, 
weil die beiden Systeme aufeinander normal stehen. 

wird = 1, denn u ist s. Die Grösse G endlich oder (x^) + (^) + G~) 
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wollen wir = m^ setzen, so dass also ni^ eine Function von u und v 
ist. Demnach wird das Linienelement irgend einer Curve auf dieser 

Oberfläche äs = Yu^ -\- m^ dv also ds^ = du^ -{- m^dv'^, was auch 
aus dem rechtwinkligen Dreieck folgt, dessen Katheten du und mdVj 
nämlich die DiflFerentiale der Curven des ersten und des zweiten Sy- 
stems, und dessen Hypotenuse ds ist. 

Wir wollen nun zunächst sehen, wie der Ausdruck für das Mass 
der Krümmung wird, welches wir durch k bezeichnen wollen, und 

welches (§ 63.) durch die Gleichung k = gegeben wird. Wir 

finden, weil E=\^ F=0 ist, nach § 61.: 

Setzen wir also G =^ m^, so wird 

dG . a dm . d^G « d^m , a^dmV 
du du du^ du^ ' ^u^ 

Demnach wird der vorige Ausdruck zu folgendem einfacheren 

m 



QiQ2= — 



d^m 



OU^ 

also endlich k = ^^ • Dies ist also das Mass der Krümmung 

m dw- ° 

in diesen Coordinaten. 

Ueber die Grösse m wollen wir noch bemerken, dass für w = 

unabhängig von t; fw = und ^— == 1 wird. Denn es ist mdv das . 

Bogenelement einer Curve des zweiten Systemes, und dieses wird 
einerseits Null für ein sehr kleines u\ andrerseits kann man es für 
ein sehr kleines u auch geradezu gleich udv setzen, so dass also ^ 

mäv gleich uäv wird, wenn u sehr klein ist, also dm = du oder ^ = 1. 



§ 98. 

Aufgabe (Gauss). Welches ist die Gleichung der kürzesten 
Linie zwischen zwei gegebenen Punkten auf einer Oberfläche, aus- 
gedrückt durch die krummlinigen Coordinaten w und v? 

* 

Nach dem vorigen Paragraph handelt es sich bei dieser Aufgabe 

darum, das Integral y^w'^ + ^^ ^^ innerhalb gegebener Grenzen 
zum Minimum zu machen. Wir setzen daher statt w u-\- e,8u, also 
statt u' tt + s,(äuy, entwickeln alsdann das Integral nach Potenzen 
von 6, und setzen endlich das mit € multigUcirte (i\5Ä^\ 



— 154 - 



innerhalb derselben Grenzen genommen^ gleich Null. Der erste Theil 
dieses Integrals lässt sieh aber theilweis integriren, und berücksichtigt 
man^ dass d2/ an den Grenzen Null sein muss^ so erhält man fol- 
gende Gleichung aus der vorigen: 

dm 










Vti^my Vu^ + m* 



Daraus folgt, weil diese Gleichung für alle Werthe von du statt- 
finden muss, diese Differentialgleichung für die kürzesten 
Linien 

dm 
m >- 






Anstatt dieser Differentialgleichung der zweiten Ordnung hat 
Gauss zwei der ersten Ordnung eingeführt und zwar vermittelst 
einer neuen llilfsgrösse, die sich allerdings von selbst darbietet. 
LL sei irgend eine Curve auf der Fläche, siehe Fig. 41; ihr Bogen 
von irgend einem Punkte an gerechnet sei s , und zwar werde dieser 
Bogen so gerechnet; dass er mit wachsendem u ebenfalls zunimmt. 
Der Winkel v, welchen die u nach den verschiedenen Punkten von 
LL gezogen mit OA, dem ersten u, bilden, werde ebenfalls in der 
Ilichtung gezählt, dass er zunimmt, wenn u grösser wird. Alsdann 
werden die einzelnen Punkte der Curve LL unzweideutig durch eine 
Gleichung zwischen u und v gegeben sein. Nun sei -9" der Winkel, 
welchen das Bogenelement der Curve LL mit dem Bogenelemente 
des ersten Systems, des Systems Uj macht und zwar so genommen, 
dass seine Schenkel s und u wachsen. Man hat alsdann folgende 
Gleichungen: 

— - = tff 'O', -j- = cos %'. -— j- = sm 'O', 

du ^ ' ds ' ds ' 

welche somit für alle Curven LL gelten, sie mögen kürzeste Linien 
sein oder nicht. 

Mit Hilfe dieses Winkels lässt sich nun die Gleichung der kür- 
zesten Linie, welche wir auch so schreiben können: 

Bin f du \ dm 

?n v^ I ,- I m 




du 
ds 
dv \ dv J dv 



oder-.^--(j!^)' = 0, 
ds \ds/ ' 



213 folgende umformen: 
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dm m — 

-4^ - (cos »y = oder -/-^ + sin * ^ = 
ds ^ ^ ^ ' dv 

Wv ' dv 

oder endlich |^ -j- ^ = 0. Diese Gleichung gilt also speciell für 

die Veränderungen des O* bei den kürzesten Linien. Setzt man statt 
d' in sie den Werth desselben aus einer der obigen drei allgemeinen 
Gleichungen, so kommt man wieder auf eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. 

§ 99. • 

Mit Hilfe dieser Formeln lässt sich nun ein neuer Satz von Gauss 
beweisen, der einer der schönsten in der ganzen Theorie der Flächen 
ist. Wir schicken dazu voraus folgende 

Erklärung. Es sei ein Dreieck auf einer Fläche gegeben, dessen 
Seiten kürzeste Linien sind. Man denke sich entlang dieses Drei- 
ecks Normalen der Fläche gezogen, und zu diesen Normalen Radien 
einer Hilfskugel parallel, die von beliebiger Grösse ist. Man erhält 
dadurch auf der Kugel wiederum ein Dreieck , welches allerdings nur 
in dem speciellen Falle ein sogenanntes sphärisches Dreieck sein 
wird, dass die Fläche, von der man ausgeht, selbst eine Kugel ist. 
Den Inhalt des Dreiecks auf der Kugel nennt Gauss die curva- 
tura integra oder Totalkrümmung des Dreiecks auf der ge- 
gebenen Fläche. Sind die drei Winkel des Dreiecks auf der ge- 
gebenen Fläche, d. h. die Winkel, welche die begrenzenden kürzesten 
Linien in den Durchschnittspunkten mit einander machen, A, B , C, 
so nennt man die Diflferenz y4 -{- B -{- C — 180^ den sphärischen 
E'xcess und, falls diese Differenz negativ ist, die Differenz 
lSOo^(A + B+ C) den sphärischen Det]ect. 

Lehrsatz. Die Totalkrümmung eines Dreiecks, das 
von kürzesten Linien auf einer Oberfläche gebildet wird, 
verhält sich zur Oberfläche einer Kugel, wie der sphä- 
rische Excess resp. Defect seiner Winkel zu 8 Rechten. 

Beweis. Nach § 63. ist, wenn a und s, s. Fig. 42, die dort ange- 
gebene Bedeutung haben, der Quotient — = Offenbar ist die Total- 

s 9i-92 

krümmung des Dreiecks A'BC gleich Eo innerhalb gewisser Grenzen, 
die sich nach den Seiten von ABC richten werden. Es ist also 

Curv. int. = E Denken wir uns nun eine Spitze des Drel- 

9\'9i ^ 

ecks z. B. A als Anfangspunkt eines Coordinatensystems, wie wir 
es jetzt zuletzt betrachtet haben, so werden wir die beiden Seiten 
AB und AC als zwei Curven des Systems (J atLS»e.l\<^\s. Vä'ckäs^^ -^^ x> 
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constant ist. Denken wir uns nun zwei unendlich nahe Curven dieses 
Systems und zwei unendlich nahe Curven des zweiten Systems, für 
welches u constant ist, so werden diese, ein kleines Rechteck aus- 
schneiden, welches wir (wie in § 85.) als Differential, und zwar als 
zweites, von ABC ansehen können. Seine Seiten sind dv und m.du^ 
wir erhalten demnach s = m.du'dv, und haben folglich den Aus- 
druck — ^ — '- — in Bezug auf u und v für alle Werthe zu integriren, 
die innerhalb des gegebenen Dreiecks fallen. Dies gelingt vermöge 

der Gleichung = k = a-^-, wo m^ = G ist. Unser Inte- 

gral wird also 



-//- 



2J(s= I I —^dudv. 



Wir führen zunächst die Integration in Bezug auf u aus, d. h. wir 
berechnen die Totalkrümmung für den unendlich schmalen Streifen, 
der zwischen den beiden unendlich nahen Curven C/ liegt Diese 
Integration ergiebt 

Die Grenzen für u sind und der Werth, den es auf der Linie BC 
hat, und der eine Function von v ist. Da nun für u = das Drei- 
eck ABC zum Punkte A zusammenschrumpft, und folglich um so 

mehr unser unendlich kleines Dreieck, so ist für w = c — ^= 0. 

' du 

Da aber für u = nach § 97. J*- = 1 ist, so wird die Constante 
c = l. Also wird 



^'-/(i-f?)"» 



oder mit Einführung des Winkels d'^ den die Linien des Systems V 
mit denen des Systems U in dem im § 98. angegebenen Sinne bilden, 



Z!ö = 



/(i+^)^-=/^^+y^^- 



Das J dv ist offenbar A, wenn man die Grenzen für v einsetzt, welche 
und A sind. Setzt man ferner den Winkel, welchen BC mit einer 
Curve U bildet, immer in dem angegebenen Sinne, gleich O-q, und 
den mit der nächsten Curve U gleich O-j, so- ist dd' offenbar = d'^ — O-q. 
Das fdd' wird also die Summe aller ähnlichen Differenzen, aus 
welcher sich folglich alle zwischenliegenden Winkel ausser dem ersten 
und letzten herausheben. Bezeichnet man diese resp. mit ß und y, 
so wird folglich y^O- = y—ß d. i. = 67— (180«-^) = B + C- 180'». 
Somit haben wir endlich: der Flächeninhalt der Totalkrümmung ist 
Ciirv. int, = A -\- B -\- C — ;r, wenn der Radius der Hilfskugel 1 
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ist. Dann ist aber die Oberfläche der Kugel = 4^. Das Verhältnis 

dieser beiden Grössen giebt "^ '' , unabhängig vom Radius 

der Kugel j und das ist unser Lehrsatz. 

Dieser Beweis gilt für den Fall , dass ^, und 92 gleiches Zeichen 

haben. Haben q^ und ^2 entgegengesetztes Zeichen , so ist — = , 

weil und s wesentlich positiv sind. Dadurch erhält also unser 

Resultat das negative Zeichen; es wird = ^^ — J — X— i. Dies ge- 

schiebt also, wenn die gegebene Fläche eine ist, deren Hauptkrüm- 
mungen entgegengesetzt sind. 

Folge^rung. Nimmt man statt des Dreiecks auf der Fläche 
ein beliebiges Polygon, dessen Seiten kürzeste Linien sind, so erhält 
man einen Satz, welcher dem vom sphärischen Polygon analog ist, 
so wie der von der Totalkrümmung des Dreiecks mit dem vom 
sphärischen Dreieck übereinkommt. Denn man kann das Polygon 
durch kürzeste Lisien in Dreiecke zerlegen. 

Anmerkung. Es sind auch einfachere Beweise für diesen Satz 
von der Totalkrümmung gefunden worden. Jacobi hat dazu einen 
Satz aufgestellt, der allgemeiner ist, indem er die Fläche gar nicht 
berührt. Der Satz lautet: Bildet man irgend ein Dreieck, dessen 
Seiten Curven doppelter Krümmung sind, und welches die Eigen- 
schaft hat, dass in den Ecken, wo zwei Curven zusammenstossen, 
die Krümmungsradien beider gleiche Richtung besitzen, und zieht 
man ferner zu den sämmtlichen Krümmungsradien der Curven parallele 
Strahlen einer Hilfskugel, so ist der Inhalt des auf der Kugel ge- 
bildeten Dreiecks auf dieselbe Weise wie oben durch den sphärischen 
Excess oder Defect gegeben. — Dass unser Fall hierher gehört, 
folgt aus § 86., denn da die gegebene Fläche in jeder Ecke nur 
eine Normale hat und die Schmiegungsebenen beider sich dort schnei- 
denden kürzesten Linien durch diese Normale geht, so fallen die 
Krümmungsradien beider in die Normale. 



10. Die partiellen Differentialgleichungen der Flächen. 

§ 100. 

Die Darstellung der Flächen durch partielle Differen- 
tialgleichungen ist ein Ergebnis der Entstehungsart der Flächen. 

Aufgabe 1. Die endliche und die partielle Differen- 
tialgleichung der Cylinderflächen zu finden., 

Eine Cylinderfläche entsteht, wenn eine gerade Linie ^ beatärLd\s^ 
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parallel bleibend, sich entlang einer Curve oder überhaupt nach einem 
gewissen Gesetze bewegt. Nun ist die Gleichung irgend einer geraden 

Linie | ^t^^Tö* Geben wir hierin den vier Grössen a^b^a^ß 

andre und andre Werthe, so erhalten wir immer andre gerade Linien. 
Die Bedingung nun für die Aenderung dieser Werthe in der Art, 
dass die sich ergebenden geraden Linien parallel bleiben, ist die, 
dass a und b dabei constant sein müssen. Eine gerade Linie wird 
sich von der andern nur dadurch unterscheiden, dass ein gewisser 
Parameter einen andern Werth hat; die Grössen a und ß müssen 
also von einander abhängig sein, oder man muss, wenn a gegeben 
ist, ß daraus finden. können, und umgekehrt. Daraus geht hervor, 
dass ß irgend eine Function von a sein muss : ß = g) (a). Geben 
wir nun dem a andre und andre Werthe, so erhalten wir die Tota- 
lität aller nach dem Vorigen bestimmten Geraden, und das ist die 
Cy linderfläche. Um ihre Gleichuiig zu finden, eliminiren wir a aus 
den beiden Gleichungen: a == x — az, ß oder q){a)=y — bz] dadurch 
erhalten wir y — bz = g) {x — az), in welcher Gleichung g) eine ganz 
beliebige Function bedeutet. Diese Gleichung, der man allerdings 
noch andre Formen geben kann, stellt also alle Cylinderflächen dar. 
Ausser dieser Definition, die eine willkürliche Constante ent- 
hält, giebt es noch eine zweite, die davon nicht unwesentlich ver- 
schieden ist, nämlich durch eine partielle Differentialgleichung. Diffe- 
rentiiren wir nämlich die obige Gleichung zuerst partiell nach x und 
dann partiell nach t/, so erhalten wir folgende beide Gleichungen: 

— bp=(p\a'), ll d. i. = (p\a){l-^ap) und l—bg = (p\a) -^ =—(pXcc)ag] 

dividiren wir diese beiden durcheinander, so fällt die willkürliche 

Function fort, und es ergiebt sich v^-j- =-t. — ^^^^ ap -{- bq = 1. 

Von dieser partiellen Differentialgleichung ist das Integral die vorher 
gefundene endliche Gleichung. 

Dass die gefundene Differentialgleichung wirklich eine Cylinder- 
fläche darstellt, sieht man daraus, dass sie der Ausdruck dafür ist, 
dass die Tangentialebene £ — z = p {^ — ^) + ^ (^ — 1/) parallel der 

Geraden g==-=^ ist; sie drückt also aus, dass jede Tangential- 
ebene einer Cylinderfläche den Geraden des Systems parallel ist; da 
aber jedesmal die Tangentialebene durch einen Punkt einer solchen 
Geraden geht, so folgt die bekannte Eigenschaft des Cy linders, dass 
jede Tangentialebene die ganze Kante des Cy linders enthält. 

Aufgabe 2. Die allgemeine Gleichung der Kegel- 
flächen aufzustellen. 

Eine Kegelfläche entsteht, wenn eine gerade Linie durch einen 
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Punkt geht und sich sonst nach einem beliebigen Gesetze bewegt. 
Die Coordinaten des festen Punktes, den man den Scheitel nennt, 
mögen a, ß, y sein. Dann ist die Gleichung der sich bewegenden 

Geraden \ ~^^ ~~ 7. , ""^n • Hierin muss also a eine Function von b 

sein. Soll z. B, die gerade Linie immer durch die Curve |*3^^^'2/>^) — 

gehen, so muss man die beiden Gleichungen 

haben, aus denen man durch Elimination von z offenbar eine Glei- 
chung zwischen a und b bekommen wird: ©(«,&) ==0, und hieraus 
wiederum kann man b als Function von a bestimmen: b = f{a). 
Ist statt der obigen Curve eine Fläche gegeben, welche die Kegel- 
fläche immer umhüllen soll, so muss jede gerade Linie eine Tangente 
der gegebenen Fläche sein, woraus sich ebenfalls eine Gleichung 
zwischen a und b ableiten lässt. Wir müssen also in der obigen 
Gleichung der geraden Linie b als Function von a setzen, d. h. es 

muss — l eine Function von ~^ , oder wie man offenbar auch 

schreiben kann, es muss t\^zr~ y ^^3ß) ^^ ^ ®®''^- ^®* ^®^ gegebene 
Punkt cc, ßj y der Anfangspunkt, so hat man einfacher: /(—;-} = 0, 

d. h. in diesejn Falle lässt sich die Gleichung des Kegels immer so 
schreiben, dass sie homogen ist in Beziehung auf a;, t/, z; und um- 
gekehrt: Jede Gleichung, welche homogen ist in Beziehung auf die 
drei Coordinaten x^y^z, drückt eine Kegelfläche aus, deren Scheitel 
der Anfangspunkt der Coordinaten ist. 

Um die partielle Differentialgleichung aus der endlichen, mit 
einer willkürlichen Function behafteten abzuleiten, schreiben wir 
diese in folgender Form, die wir ihr offenbar auch geben können: 

-j~= ^\f_) = ^{'^)' Differentiiren wir diese Gleichung nach 
einander nach x und nach y, so wird sie: 

oder 

z—y — {x — a)p = — F'{c){y'-ß)p 
und 

-{x-a)q = F'{c){z-y^{y-ß)q}', 
also durch Division 

Z'-y — {x—a)p ^^ (y—ß)P 

(x-^a)q z—y-(y—ß)q 

oder {^ — vY — ij^ — r) {y — ß) Q — {z — y) (x — a) p = Q 
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oder {x — «)/> + (§/ — ß) ^ = ^ — y« Die geometrische Interpretation 
dieser Gleichung ist, dass jede Tangentialebene der Fläche durch 
den Scheitel geht. 

Aufgabe 3. Die allgemeine Gleichung für die Ro- 
tationsflächen zu bestimmen. 

Zu dem Zwecke denken wir uns die Rotationsfläche dadurch 
entstanden , dass ein Kreis von veränderlichem Radius sich so bewegt, 
dass sein Mittelpunkt fortwährend auf einer Geraden bleibt, also 
handelt es sich hier um einen Kreis , der seine Lage und seine Form 
ändert. Der Anfangspunkt der Coordinaten liege auf der Rotations- 

axe; die Gleichung dieser Axe sei demnach — = ^ = — . Einen 

Kreis im Räume bestimmt man als Durchschnitt einer Kugel und 
einer Ebene. Wir nehmen hier eine Kugel, deren Mittelpunkt im 
Anfangspunkt der Coordinaten liegt; die schneidende Ebene steht 
also normal zur Axe. Demnach ist die Gleichung der Kugel 
^^ + !/* + ^^ == ^> dl® d®^ schneidenden Ebene ax -^ by -{- cz =: d. 
a, b, c sind constante gegebene Grössen; zwischen d und e muss 
eine ßedingungsgleichung stattlinden; also hat man folgende endliche 
Gleichung für alle Rotationsoberflächen: ax-{-bf/-\-cz=(p(x'^-{-t/'^'{- z^). 
Hieraus ergiebt sich die Differentialgleichung, indem man partiell 
nach X und dann nach y differentiirt : 

a + cp = 2ip\e) {x + zp), b + cq = 2(p\e) (y + zg) 

<• 

und dividirt: 

fc-if72 =1+11 oder (cy—bz)p-jr {az-cx)q== bx—ay. 

§ 101. 

Ueber die Integration der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung. 

Es handelt sich hierbei darum, eine Gleichung folgender Form 
zu integriren: Ap -{- Bq = C, worin Ay B, C im Allgemeinen Func- 
tionen von Xf y^ z sein werden. Das Integral dieser Gleichung sei 
q) (x, y, z) = 0] es fragt sich also, wie q) beschaffen sein muss, da- 
mit die gegebene Gleichung stattfinde? Es folgt zunächst, dass wie 
bekannt 

dq) d(p 

dx j dy 

dz dz 

ist, welche Werthe in die gegebene Gleichung substituirt, die 
Gleichung 
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cx \ oy ^ dz 
identisch erfüllen müssen. Mit dieser mehr symmetrischen Form der 
vorgelegten Aufgabe beschäftigen wir uns nun, und stellen uns sogar 
die allgemeinere Frage: 

Wie lautet das Integral der Gleichung 

'^ dx^ ^ dy^ dz ^ ^ du^ ^' 

wo die Grössen A, B, C, D ,.,. Functionen sind von a;, y, z, u .... 
aber die Function 9 nicht enthalten? 

- -1) Zunächst lösen wir die Gleichung A-^ -\- B ^ = auf, worin 

also A und B blos x und y enthalten; dabei aber von Null ver- 
schieden sein sollen. 

a) Es seien A und B constant. Man löse zunächst die ge- 
wöhnliche DiflFerentialgleichung dxidy = A: B. Das Integral der- 
selben ist, wenn man sie so schreibt: Bdx — Ady = Oy folgendes 
Bx — ^y = const. Wir wollen den Ausdruck Bx — Ay = ri also 

y = — j-^ setzen. Dadurch wird 



A 



Folglich 



und 



dx dx~^ d'ndx~ dx'^ dri 



dq> dflf drj d^ . 



dy dfi dy drj 

Diese beiden Werthe geben in die vorgelegte Differentialgleichung 

eingesetzt: A^ = oder, da A nicht Null sein soll, |^ = 0, oder 

^ enthält x gar nicht, sondern nur 1^. Wir haben *somit die allge- 
meinste Lösung gefunden. Die Function g)[x,y)==0, welche der 
vorgelegten partiellen Differentialgleichung genügt, ist eine solche, 
dass in ihr nur die Verbindung Bx — Ay vorkommt; denn es ist 
gefunden 9 = ^ (Bx — Ay). 

b) Jetzt wollen wir annehmen, dass A und B nicht mehr 
constant sind, sondern x und y enthalten. Wenn wir jetzt wieder 
dieselbe Differentialgleichung aufstellen ^ Ä?a; — Ady^==0, so sind wir 
nicht mehr im Stande, diese Seite so unmittelbar zu integriren, da die 
linke Seite im allgemeinen nicht ein genaues Differential ist. Aber das 
wissen wir, dass wir jedesmal einen Factor finden können, mit dem 
multiplicirt die linke Seite ein genaues Differential wird. Dieser 
Factor sei ft, und die linke Seite alsdann das genaue Differential 

der Function rj] dadurch jerhalten wir also ^ = ^B, 0^= — (t^. 

JoACHTMSTHAtif Auwendung d. Differentialrechn. 11 
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7j enthält sowohl y als X] wir können daher jetzt das y durch i^ 
und X ausdrücken und dadurch die Function 9 (y, a:) uns verwandelt 
denken in die Function ^(i^,a:). Hiernach wird 

^9 ^ A,^ n R ^ ^ n J 

dx~dx'^ dn^^ dy~ dn^^ 
und wenn wir dies in die vorgelegte Gleichung einsetzen, so wird 
sie zu folgender ^ = 0, d. h. die Function ^ enthält nur iy. Wir 
haben also jetzt folgende Regel: Um die partielle Differential- 
gleichung A~ -^ B ^ = zu integrireu; in welcher A und 

B Functionen von x und y sind, aber 9 nicht enthalten, inte- 
grire man zuerst die gewöhnliche Differentialgleichung ^a;:d^y=-<^: ^. 
Gesetzt, es sei das Integral dieser Gleichung der Ausdruck rj = c^ 
wo c die willkürliche Constante ist, und rj eine Function von x und 
y: dann ist 9 irgend eine beliebige Function von ij, 

2) Ehe wir zu der Integration einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung zwischen drei Variabein übergehen, schicken 
wir Folgendes voraus: 

Das System zweier simultanen DiflFerentialgleichungen 

dxidy : dz = A: B :C, 

worin A, By C Functionen von x, y , z sind, wird immer integrirt 
durch zwei Gleichungen zwischen Xy y, z, die zwei willkürliche Con- 
stanten enthalten. — Denn schreibt man die Gleichungen so: 

dy B ^ 

dx A~ P 
d^ _C_ 
dx~A~y 

und differentiirt die zweite Gleichung noch einmal nach x, wodurch 
man bekommt: £ = g^ +|| /^ +|^ y = ^o, so kann man, weil ^o 

auch Xf y und z enthält, aus dieser Gleichung ^ == ^o ^^^ ^^^ 

der Gleichung j- = y sich y eliminirt denken, wodurch man eine 

Gleichung zwischen Xy z, j-, ^, also eine Gleichung von der Form 

jp(x, z,^,^ = erhält. Dies ist eine gewöhnliche Differential- 

gleichung zweiter Ordnung, zwischen den beiden Variabein x und 
z, bei deren Integration immer zwei willkürliche Constanten auf- 
treten. Diese beiden Constanten seien c und ^j. Wir haben also 
auf diese Weise z gefunden als Function von x: z = {x, Cj c^). 
Wir können nun auch y finden, und zwar ohne weitere Integration. 
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Setzt man nämlich den für z gefundenen Werth in die Gleichung 
-- = y ein, so wird sie ^ ' '^ = y^ ^ und m dieser Gleichung 

kommt links nur noch x, c, c^ und rechts nur noch x und y vor. 
Zu der Gleichung z = @ (x^ c, c^) haben wir also jetzt noch die 
Gleichung d'(Xy y, c, c,) = gefunden. Also ist erwiesen, dass zwei 
gleichzeitige gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung durch 
zwei Gleichungen integrirt werden, welche zwei willkürliche Con- 
stanten enthalten. — Wir nehmen nun an, dass diese beiden Glei- 
chungen nach den willkürlichen Constanten aufgelöst werden, 
d. h. dass sie auf folgende zwei gebracht werden: c=^f{xyyyz) 
Ci = fi{Xj yj z). Durch zwei solche Gleichungen lässt sich also 
jedesmal das System dx: dy: dz === A: B :C lösen. — Wir können 
noch fragen: Welches ist das Kriterium, damit die beiden Glei- 
chungen c = /(a:, y, 2), Cj = /"j {x, y, z) in der That dem vorgelegten 
Systeme dx : dy : dz =» A : B : C genügen? Aus. der ersten Gleichung 

finden wir O^^dx + J^dy + J^dz. wodurch also die willkür- 

dx ^ dy ^ ^ dz ' 

liehe Constante verschwunden ist, Soll diese Function f dem vor- 
gelegten Systeme genügen, so muss man also auch die Gleichung 

= J^A-{-^Br{'^C haben, und zwar muss dies, weil auch 

dx ^ dy ^ dz ^ ^ 

Ay By C keine willkürlichen Constanten enthalten, eine identische 
Gleichung sein. Das Kriterium besteht also darin, dass man iden- 
tisch die Gleichung hat ^= f {x).A -{- f' {y).B -{- f{z) . C und ebenso 
= f( (pS).A-\- f{(ij).B -\- // (z) . C, — Noch wollen wir bemerken, 
dass, wenn auch in den Functionen f und f^ von den Grössen Xy yy z 
einige fehlen, z. B. in f die Veränderliche z oder auch z und y, es 
doch unmöglich ist, dass in beiden / und /, etwa y und z gleich- 
zeitig fehlten. Wenn nämlich dies der Fall wäre, müsste A = 
sein. Wir wollen daher annehmen, dass in / von den drei Grössen 
Xyyy z wenigstens die Grösse y, und in /\ wenigstens die Grösse z 
vorkommt. Wir bezeichnen daher auch f[XyyyZ) durch ly, und 
f\ {^9 y^ z) durch 6, so dass wir haben ij = c, 6 == c,. 

Dies vorausgeschickt, stellen wir uns vor, dass man behufs der 

Lösung der Gleichung ^|| + ^|| + (7?| = 0, in welcher Ay By C 

Functionen von Xyy y z sind, aber 9 nicht enthalten, y und z durch 
Xy 12 und 6 ausgedrückt habe. Dadurch geht die Integralfunction 

q,{x,y,z) über in t(a:,i?,t), also || in g +|^./-(a:) +f|./-,'(«^), 

ferner |?inf^r(y)+|f. /•.'(y)und ff in|rW+|fA'(^). Multi- 

pliciren wir diese drei Gleichungen der Reihe nach mit Ay B, C und 
addiren sie, so wird die Summe der vorgelegten Gleichung und der 

11* 
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beiden oben aufgestellten identischen Gleichungen wegen zu folgender 

0==^; ^ enthält also x nicht, sondern nur iy und f; d. h. ip ist 

irgend eine willkürliche Function von /* und f^. Wir haben also die 
Regel: Liegt die lineare partielle Differentialgleichung 

erster Ordnung A^ — [- ^— = (7, worin A, B und C x^ y^ z 

enthalten; zur Integration vor; d. h. soll man die Gleichung 
zwischen x^y^Zy q)(x, y, z) = finden, die der vorgelegten Glei- 
chung genügt , die also die Gleichung A-^ -\- B ^- -\- C -^^=^0 iden- 
tisch erfüllt: so integrire man zuerst das System zweier gewöhn- 
lichen simultanen Differentialgleichungen dx: dy : dz ^= A: BiC durch 

die beiden Gleichungen K ^^'2/»^; — ^ . algdann giebt jede willkür- 

liehe Function zwischen f und /\, gleich g){x,y, z) gesetzt; oder f 
als eine willkürliche Function von /\ angenommen, das Integral der 
vorgelegten Gleichung, 

Auf Functionen mehrerer Variabein lässt sich ganz dasselbe Ver- 
fahren anwenden. — 

Diese einfache Reduction der linearen partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung auf ein System gewöhnlicher Differen- 
tialgleichungen ist eine von Lagrange's schönsten Erfindungen. 



§ 102. 

Wir wollen nun noch an einigen Beispielen zeigen, wie man aus 
der Differentialgleichung einer Fläche ihre endliche, mit einer will- 
kürlichen Function behaftete, finden kann. 

1) Die Gleichung der Cylinderflächen ap -\-bq = 1 wird 
integrirt, indem man das System folgender Gleichungen integrirt 

dx:dy:dz = a:b:l oder -j- = — -— ==^ 
^ dx a dy 

oder adz — dx=0, bdz — dy=0, woraus folgt az-^x=c, bz— y^=c^\ 
also ist das Integral der vorgelegten Gleichung folgendes 

az — X == (p{bz — y), 

der Sache nach dasselbe, von welchem wir oben ausgingen, als wir 
die partielle Differentialgleichung herleiteten. 

2) Die Gleichung der Kegelflächen 

{x—ä)p + (t/ — b)q = z — c 
liefert folgendes System behufs der Integration 

dx: dyidz == x — a :y — b:z — c oder = == — K- , 



0- 
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also integrirt 

und demnach, wenn man zu den Numeris übergeht 

— SS d , r = Co ; also = w I r) • 

3) Die Gleichung p—^ = giebt dx: dt/:dz = l: —1:0, 
aXso dt/ = — dx, <?^ = 0; folglich y+a:=c, 2:=c, oder z= 9(0;+ y). 

4) Die Gleichung der Rotationsflächen 

(cy — bz)p + (az'-cx) q = bx — ay 

giebt folgendes System 

dxidyidz = cy — bz: az — cxibx — ay. 

Dies schreiben wir behufs der. Integration so: 

ldx=^cy — bz Xdy ^= az — ex Xdz = bx — ay. 

Hieraus können wir folgende beiden Gleichungen ableiten: 

adx + bdy + cdz = xdx + ydy + zdz = 0, 

indem wir nämlich die drei Gleichungen der Reihe nach mit a, b, c 
resp. mit x, y, z multipliciren, und dann addiren. Diese letzten 
beiden Gleichungen sind aber sofort integrabel; sie geben: 

öa; + ^y + c r = Cj o;^ + y* + 2:^ = c^, 

also ist das Integral der vorgelegten partiellen Differentialgleichung, 
d. h. die endliche Gleichung der Rotationsflächen, folgende 

ax -{• by -{- cz = g) (x^ + y^ + z^). 

5) Wie man sich bei partiellen Differentialgleichungen höherer 
Ordnungen und Grade verhalten kann, wollen wir an dem Beispiel 
der abwickelbaren Flächen zeigen. Es sei vorgelegt die Gleichung 

rt — s'=0. Wir schreiben sie in folgender Form : 0^ • ^ — ^ • ä^=^* 

Denken wir uns q als gegebene Function, so finden wir p nach den 
obigen Regeln, indem wir das System folgender gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen integriren, dx:dy:dp = ^: — 0^ • Ö. Hieraus 

folgt zunächst dp =^0 oder p = c. Femer ist ^ ^y -{-^ dx, d. h. 

das vollständige Differential von q oder dq = 0, folglich q = c^. 
Dass diese beiden Gleichungen wirklich der vorgelegten Gleichung 
genügen, sieht man sofort; es genügt auch die Gleichung p = 9(^)5 
denn differentiirt man diese partiell nach x und dann nach y, so er- 
hält man r = (p'{q).s resp. s = g)'{q)J^ und durch Elimination von 
(p'{q) die vorgelegte Differentialgleichung. — Es ist aho g eiuÄ vtUL- 
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kürliche Function von q^ oder, wie wir schreiben wollen: q=zf(^p). 
Um hieraus die gesuchte Fläche zu erkennen, verfahren wir so: Es 
ist dz = p.dx -\- q.dy ^ also mit Einsetzung des Werthes von q\ 
dz = p,dx -{- f{p),dy. Integrirt man diese Gleichung, und zwar 
rechts theilweise, so hat man z = p,x — fxdp + y>f{p) — Jyf{p)^P 
oder z = p.x -{- /'(p),y — ^/{^ + y/'(p)} ^ P» Es muss sich also, 
wenn man das Integral soll ausführen können, ^ + y./'(p) in eine 
Function von p verwandeln lassen; wir setzen x + y.f'{p) = ^'(p). 
Es wird somit z ^ px -{- f{p).y — V'(p)- Diese beiden Gleichungen 
ergeben unsre Auflösung. Schreiben wir sie in folgender Gestalt: 
z = px -|- f{p)'y — ^{p) = X -\- np)y — ^\p)) so übersehen wir 
leicht, dass die zweite das partielle Differential der ersten nach p 
ist. Wenn wir also, um die Gleichung der gesuchten Fläche zu 
finden, p aus den beiden Gleichungen eliminiren, wodurch sich eben 
eine Gleichung ergiebt, die nur noch x^y^z enthält: so haben wir 
nach einem bekannten Satze dadurch die Fläche gefunden, welche 
von allön Flächen umhüllt wird, deren Gleichung 

z=p,x+f{p).y-'4>{p) 

ist, worin p einen constanten Parameter bedeutet. Giebt man aber 
dem , wie oben gefunden , constanten p nach und nach alle möglichen 
Werthe, so wird die umhüllende Fläche immer eine Ebene sein, wie 
man leicht übersieht: die gesuchte Fläche ist also eine solche, welche 
die Durchschnitte je zweier aufeinanderfolgenden Ebenen des um- 
hüllenden Systems enthält: sie ist eine abwickelbare Fläche, 



Nachträge. 



1) Vom integrirenden Factor. 

Lehrsatz. Sind P und Q Functionen von x und y, so ist 
Pdx + Ody ein genaues Differential, falls ^^ =^ ^^** 

Denn es sei f{x,y) das Integral der vorliegenden Form, so 
muss; weil das Differential von f gleich 

sein, damit / das Integral ist. Die Haupteigenschaft dieser beiden 
Differentialquotienten J- und ■—- ist aber, dass 



<D >%) 



cy dx 

ist. Es muss also ^— = ^ sein. — Dass diese Bedingung aber nicht 

blos nothwendig, sondern ausreichend ist, lässt sich so beweisen: 
Bezeichnet man das Integral J Pdx"^) durch F, so kommt in der 

7) TP 

Verbindung jP — k— , die wir == /\ setzen wollen, die Veränderliche o: 

nicht mehr vor; denn es ist -0-^ = ^ — — ^ =0^ — 0— • diese Diffe- 

' ox dx ox.oy dx oy 

renz ist aber nach der aufgestellten Bedingung Null ; somit ist -^ = 0, 

X 

d. h. X in jP, nicht enthalten. Daraus folgt, dass auch in dem Integral 
I (Q — ^)^y*); welches wir =9 setzen wollen, nur noch y ent- 
halten ist. Dies vorausgeschickt, lässt sich nun das Integral der 
vorgelegten Form Pdx -{- Qdy angeben: es ist F -{- g). Denn 



*) Das Cursiv d bedeutet hier, dass nach x^ und im zweiten Falle nach y 
integrirt, also resp. y oder x dabei als constant angesehen werden soll, falls es 
vorkommt. 
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differentiirt man diese Summe vollständig nach x und y, so «rhält 
man g da; + g|^ + ö- 1|) rfy, weil || = ist; da nun F^fPdx 
ist, so ist unser DiflFerential Pdx -^ Qdy\ also gehört dazu das In- 
tegral fPdx -{• jQdy — / -^ — - dy unter der Bedingung, dass 
^J^ _ ^ ist 

Lehrsatz 2. Ist in der Formel Pdx + Qdy == nicht k— = g^, 

so kann man dennoch einen Factor ^ finden, welcher die linke Seite 
zu einem genauen Difierential macht. Er heisst der integrirende 
Factor. 

Es soll also iiP.dx -{- iiQ.dy ein genaues Diflferential, d. h. 

nach dem vorigen Lehrsatze -^ — - = -^-^ sein. Durch Ausführung 

der DiflFerentiationen erhält man hieraus P^ — Q ^ z=z ^y^ — ^/ 

Um aus dieser partiellen Differentialgleichung für fi dieses ft zu finden, 
müssen wir nach Anleitung von § 101., 2) zuerst folgendes System 
gewöhnlicher Differentialgleichungen 

lösen. Dieses giebt zunächst Pdx -\- Qdy = 0, eine Gleichung, 
welche zwar den Factor fi nicht finden lehrt, wie man überhaupt 
denselben allgemein nicht finden kann, wenn es "auch (wie Jacobi 
bewiesen hat), viele Fälle giebt, in denen man a priori diesen Multi- 
plicator angeben kann; aber doch zeigt die Gleichung, welche wir 
gefunden haben, dass es immer möglich ist, einen solchen Factor 
zu finden. 

2) GeometrisclLer Beweis des Heusnier'sciLen Satzes. 

Lehrsatz, Der Krümmungsradius eines schiefen Schnittes q^ 
steht zum Krümmungsradius q des betreffenden Normalschnitts im 
Verhältnis des Sinus des Winkels 9), den die Ebene des schiefen 
Schnittes mit der Tangentialebene bildet. 

Man ziehe in einer Tangentialebene der Fläche im Punkte A eine 
Tangente: diese wird mit der Fläche noch einen dem Punkte A un- 
endlich nahen Pulakt B gemeinschaftlich haben, siehe Fig. 43. Legt 
man nun durch AB den Normalschnitt, so wird in dieser Ebene dem 
Punkte B etwa der Punkt C der nächste sein, und legt man irgend 
einen schiefen Schnitt durch AB, so möge C' der dem Punkte B be- 
nachbarte in dieser Ebene sein: ABC sind also zwei aufeinander- 
folgende Elemente des Normalscbnitts , ABC die entsprechenden des 
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vorliegenden schiefen Schnittes. Der Winkel CBC ^ um welchen sich 
der Normalschnitt vom schiefen Schnitte entfernt, ist ein endlicher. 
Da nun BC und BC Elemente auf der Oberfläche sind und von einem 
Punkte ausgehen, so ist CBCf die Tangentialebene in B. Wie wir 
oben (§ 14.) gesähen haben , ist der Krümmungsradius irgend einer 

Curve gleich dem Quotienten: n ^"^^"^^"k l' ^^^ ^^^ Contingenz- 
winkel können wir dabei, weil er sehr klein ist, seinen Sinus (oder 
auch seine Tangente) setzen. Es wird somit für den schiefen Schnitt, 
wenn wir uns AB über B hinaus nach /3 verlängert denken: 

9i = iSTScr ^^^ ^^ ^^^ Normalschnitt 9 = — ^y^J 

also ?i — ''^P^^ . 
p Bm ßBC 

Denken wir uns nun noch um B mit einem beliebigen Radius etwa 
BC eine Kugel beschrieben, so ist in dem entstehenden sphärischen 
Dreiecke ^' C C {ß" und C seien die Durchschnitte von Bß resp. 
BC in diese Kugel) ^ß"C'C ein rechter: denn die Normalebene 
ABC oder ßBC steht rechtwinklig zu der Tangentialebene CBC 
Ferner ist -^/S"C^6?" = g), wie wir oben den Winkel des schiefen 
Schnitts mit der Tangentialebene bezeichnet haben; also ist nach 
einem Satze der sphärischen Trigonometrie 

. a"n> d. 1. . Q-d -n* odcr — = sm flp. 
Bin jJ C? Bin pJö.C q ^ 

3) Lehrsatz. 

Lehrsatz. Der Krümmungsradius einer Curve auf einer ab- 
wickelbaren Fläche r steht zum Krümmungsradius r' derjenigen 
Curve, welche aus der ersten bei der Abwickelung der Fläche sich 
ergiebt, im Verhältnis des Cosinus desjenigen Winkels 1, den die 
Tangentialebene der Fläche und die Schmiegungsebene der Curve 
bilden. 

Man denke sich zwei Elemente der abwickelbaren Fläche, siehe 
Fig. 44, und in ihnen eine Curve gezeichnet; im ersten Element der 
Fläche liege das Element AB der Curve, im zweiten Element der 
Oberfläche das Element BC der Curve. Drehen wir nun das zweite 
Element der Fläche unendlich wenig, so dass es in die Ebene des 
ersten zu liegen kommt, wodurch das Curvenelement BC die Lage 
Bc einnehmen mag, so wird, weil der Winkel CBc unendlich klein 
ist, die Ebene CBc als normal auf der Ebene ABc stehend ange- 
sehen werden können. Denken wir uns nun das erste Curven- 
element AB nach ß verlängert, so ist,, wie achow vo. ^ ^^^c^^sss^ 
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wurde, der Krümmungsradius vor der Abwickelung r =tz-(j^g9 der 
Krümmungsradius nach der Abwickelung r = , ^^ , also der Quo- 
tient beider - = ^ ri^o • Denken wir uns nun wiederum um B 

r tgCBß 

mit einem beliebigen Radius eine Kugel beschrieben, so ist das 
durch die Linien BC, Bc, Bß bestimmte Dreieck auf derselben 
wiederum rechtwinklig, weil -^(CBc, cBß) = R angesehen werden 
darf. Es ist nun nach einem Satze der sphärischen Trigonometrie 

r~Trsß gleich cos {CBß, cBß), d. i. ^ = cos i, denn CBß ist zu- 
gleich die Ebene ABC, d. h. die Schmiegungsebene der Curve, und 
cBß oder ABc die Tangentialebene der Fläche, denn sie ist die 
Ebene des ersten Elements. 

Wir verificiren unsre Gleichung zunächst am geraden Kegel, 
siehe Fig. 45. Bezeichnet man seine Seite mit s, die Höhe mit h 
und den Radius des Grundkreises mit r, so ist für irgend einen 
Punkt in der Peripherie des Grundkreises der Krümmungsradius r. 
Wickelt man den Kegel ab, so wird aus seinem Grundkreise ein 
Bogen, dessen Radius s ist. Der W^inkel zwischen der Tangential- 
ebene des Kegels und der Schmiegungsebene des Grundkreises end- 
lich ist identisch derselbe wie der Winkel (ä, r), also erhält man 

aus unserm Lehrsatz die bekannte Gleichung - = cos (5, r). 

s 

Ferner folgt aus unserm Lehrsatz für die kürzesten Linien auf 
abwickelbaren Flächen, weil bei diesen r'=oo ist, indem sie durch 
die Abwickelung zu geraden Linien werden, dass. cos i = also 
i = 90® ist (falls nicht r = ist). Dies ist aber die bekannte Eigen- 
schaft der kürzesten Linien, dass ihre Schmiegungsebene normal 
steht zur Tangentialebene der Fläche. 



4) Von den Evoluten der Curven im Räume. 

Man denke sich irgend eine Curve, einfacher oder doppelter 
Krümmung, siehe Fig. 46; in einem Punkte A derselben nach einer 
Seite die Tangente gezogen und auf derselben von A aus ein Stück 
= l abgetragen. Denken wir uns nun in einem Punkte der Curve 
einen Faden befestigt, welcher bis A an der Curve anliegt und von 
da in der Tangente noch um das Stück / weiter geht, so wird der 
freie Endpunkt dieses Fadens, wenn man den Faden von der Curve 
abwickelt, und dabei immer gespannt hält, eine neue Curve be- 
schreiben, welche die Evolvente der gegebenen heisst; die ge- 
j^ehcne Tvird nun die Evolute der neuen genannt. Oflfenbar ist, 
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wenn die Abwickelung z. B. bis B gekommen ist, das freie Stück 
des Fadens m = BA'\'l = s-\'L Aus dieser Gleichung lassen sich 
leicht die Coordinaten 5, i?, f des Endpunktes von m angeben. Ist 
nämlich die Evolute gegeben durch drei Gleichungen, welche x, y, z 
als Function des Bogens s darstellen, so hat man offenbar: 

g— a; = m. cos (m, ^) = — (^ + -jf ^ 

weil m Tangente in B ist. Also findet man aus den Gleichungen 
der Evolute folgende für die Evolvente: 

Jetzt handelt es sich darum, wenn die Evolvente gegeben ist, 
die Evolute zu finden. Für die ebenen Curven ist bekanntlich die 
Curve der Krümmungsmittelpunkte die Evolute, welche bei der 
Ellipse, siehe Fig. 47, die bekannte Curve mit 4 Spitzpunkten ist. 
Aber nicht blos diese eine ist Evolute der Ellipse, sondern: Jede 
Curve und zunächst die ebenen alle haben unzählig viele 
Evoluten. 

Um dies zu beweisen, siehe Fig. 48, denken wir uns eine ebene 
Curve AA gegeben und fragen, ob es möglich sei, dass diese Curve 
durch Abwickelung einer Curve doppelter Krümmung BB entstanden 
sei, oder auch, welches alle Curven sind, deren Abwickelung die 
Curve AA giebt? Die Coordinaten irgend eines Punktes der ge- 
suchten Curve BB seien x, y, z, die eines Punktes in der gegebenen 
Curve AA seien ^,71,0, indem wir die Ebene dieser Curve als Co- 
ordinatenebene der xi/ ansehen. Auf diese Ebene projiciren wir 
die Curve BB] ihre Projection sei CC, deren Punkte also mit den 
entsprechenden in BB die Coordinaten x und y gemein haben. Ferner 
sei s ein Bogen der Curve BB von irgend einem Punkte angefangen, 
ö der Bogen der Curve AA und u der Bogen von CC, welche letz- 
tere so gezählt werden mögen, dass sie mit 5 gleichzeitig verschwin- 
den. Dann .finden, weil AA eben sein soll, folgende drei Glei- 
chungen statt: 



= z-(. + /)^ 



ds 
dg 
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Die letzte dieser drei Gleichungen lässt sich leicht integriren. Diffe- 
rentiiren wir sie zunächst noch einmal nach s, so erhalten wir 

= 2 2 (^ "J" ^ ^^^^ d~*^^^ ^^^ daraus j- constant. Setzen 

dz 
wir die Constante = sin i, so wird also j- = sin i, und folglich durch 

nochmalige Integration z '= a -{- s. Bin i. Nun ist 

ds'^ = dx^ + dy'^ + dz^ = du^ + dz^ 
also 

du'^ ==s ds^ — dz^ = ds^ cos^ f 

und w = /3 + 5. cos /, und folglich z == a -j- (u — ß) tg. i. 

Diese Gleichung giebt folgendes Resultat: Da die Curven €C 
und BB zusammen auf demselben Cylinder liegen, so wird die 
Curve BB, wenn man den Cylinder aufrollt, eine Gerade; denn da 
man alsdann CC als Abscissenaxe annehmen kann, so wird u die 
Abscisse, z die Ordinate der Linie BB, und diese sind durch die 
lineare Gleichung z =^ tgi.u -{' (« — /Stgi) verbunden. Daraus folgt 
aber, dass die Linie BB vor der Abwickelung eine Schraubenlinie 
ist, denn diese werden bei der Abwickelung gerade. 

Weiter finden wir, wenn wir jetzt aus den Gleichungen für | 
und fj s durch u eliminiren: 

^ NCOS* ' / ds \co8* ' /du 

= x—{u—ß + / cos i) ^ , 

oder wenn wir statt der wegen (i und f willkürlichen Constanten 
Icosi—ß die ebenfalls willkürliche Constante m einführen: 

ri = y-(u + m)^ 

Diese beiden Gleichungen sagen aus, dass CC von der Curve AA 
die Evolute ist. 

Anstatt daher die Curve AA durch Abwickelung der in derselben 
Ebene liegenden Curve CC zu erzeugen, kann man auch auf dieser 
Curve CC einen Cylinder aufrichten, und auf diesem von A aus eine 
Schraubenlinie construiren, welche demnach ebenfalls durch ihre Ab- 
wickelung die Curve AA erzeugt. 

Wenn wir dies geometrisch nachweisen, werden wir es auch so- 
fort auf Curven doppelter Krümmung erweitern können. Zu dem Ende 
denken wir uns zunächst zwei Elemente einer ebenen Curve oder 
zwei anstossende Seiten des Polygons , als dessen Grenzfall die Curve 
angesehen werden kann, siehe Fig. 49. Diese Seiten seien ab, bc. 
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Wir legen einen Kreis durch «, h, c, dessen Mittelpunkt also a ist, 
wenn a normal über den Mitten von ab und bc liegt. Ist ab = bc, 
so ist a zugleich der Mittelpunkt des Kreises, der diese Polygon- 
seiten berührt; wir können aber auch, wenn ab^bc ht, a für den 

Mittelpunkt dieses Kreises ansehen , wenn wir vom Polygon zur Curve 
übergehen. Es ist aber nicht blos a Mittelpunkt für diese beiden 
^ Kreise, sondern jeder Punkt a der Geraden, die man in a normal 
auf der Ebene abc errichtet; es ist nämlich aa ^=^ba j die bekannte 
Definition für den Mittelpunkt des Kreises. Nehmen wir nun die 
dritte Polygonseite cd dazu, und betrachten wiederum den Kreis, 
der durch die Punkte b, c, d geht oder die Seiten bc, cd berührt, 
so ist nicht blos ß der Mittelpunkt dieses Kreises, welches normal 
liegt über den Mitten von bc und cd, sondern auch jeder Punkt der 
Geraden, welche man in ß normal auf der Ebene bcd oder abc er- 
richten kann, und welche demnach, der ersten Geraden aa parallel 
ist. • Verlängern wir daher ba in der Ebene dieser beiden Normalen 
bis /}', wo diese Verlängerung ßß' trifft, so muss ß'b = ß'c sein. 
Nehmen wir ebenso die vierte Polygonseite de dazu, so können wir 
in dem Punkte y, welcher zunächst Mittelpunkt des Kreises cde ist, 
wiederum die Normale auf der Ebene cde oder abc also ||aa'||/3/}' 
errichten, und auf derselben einen Punkt y durch die Verlängerung 
von cß' bestimmen, welcher wie alle Punkte von yy ebenfalls Mittel- 
punkt des Kreises cde sein wird, so dass yc = yd ist. So können 
wir fortfahren und finden dadurch, dass ab cde... entstanden ist, in- 
dem man einen Faden von a ß! y' ... abwickelt, denn man hat: 
bül = aa! , cß' = ba' + ^'ß' , äy = cß' + ß! y u. s. w. Nun ist 
aßy... . die ebene Evolute von abcde.,.., die Normalen aa', ßß' , yy ..*• 
bilden eine Cylinderfläche, und aßly'..,., welches somit eine doppelt 

gekrümmte Evolute von abc de ist, ist eine kürzeste Linie auf 

dieser Cylinderfläche, d. h. eine Schraubenlinie. 

Sind ab cde... die Elemente einer Curve doppelter Krümmung, 
siehe Fig. 50, so tritt der Umstand ein, dass die Ebene abc nicht 
mehr dieselbe ist wie bcd, und diese wiederum verschieden von 
cde Vi. s. f., denn die Schmiegungsebene ändert sich von Ort zu 
Ort. Construirt man daher wie vorhin die Krümmungsmittelpunkte 
a, ß,y ...., welche je in derselben Ebene mit den entsprechenden 
Stücken abc, bcd, cde,... liegen, so trifft hier (wie bereits in § 19. 
erwähnt worden ist), (siehe Fig. 9.), die Linie aß nicht mehr die 
Curve abcde..,.^ und ebenso ßy und alle übrigen. Darum ist hier 
die Curve aßy.... der Krümmungsmittelpunkte keine Evolute mehr. 
Bestimmt man aber diese Mittelpunkte a,ß,y.... und errichtet in 
ihnen die Normalen auf der jedesmaligen Osculationaehetve ^ ^^ '^scöä. 
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diese nicht mehr parallel ^ sondern schneiden einander , und bilden 
deshalb eine abwickelbare Fläche. Es schneiden sich nämlich je 
zwei Normalen in dem Mittelpunkte der betreffenden Osculationskngel. 
Es ist z. B. m, der Durchschnitt von aa und ßß' , der Mittelpunkt 
der Schmiegungskugel für öZ^c</5 aa, ßß'y yy'.... sind also sämmtlich 
Tangenten zu der Curve, die die Mittelpunkte der Osculationskugeln 
enthält; d. h. sie bilden eine abwickelbare Fläche, für welche diese 
Curve die Wendungskante ist. Es lässt sich nun genau so wie vor- 
hin übersehen, dass a'/3'y'.... eine Evolute von abcde..,. ist, wenn 
nämlich aa' beliebig gezogen wird, a' mit b verbunden, ba' über a 
hinaus bis ß' verlängert, cß^ gezogen und über ß^ bis y verlängert 
wird u. s. w. Wir haben somit den Satz: 

Bestimmt man für eine Curve die Curve der Krüm- 
mungsmittelpunkte, und errichtet in jedem dieser Mittel- 
punkte, falls die Curve eben ist, auf dieser Ebene, oder, 
ist die Curve von doppelter Krümmung, auf der jedes- 
maligen Schmiegungsebene die Normale, so bilden diese 
Normalen im Allgemeinen eine abwickelbare Fläche, bei 
den ebenen Curven eine Cylinderfläche. Auf diesen 
Flächen liegen alle Evoluten der vorgelegten Curve. Wie 
man jede Evolute einzeln bestimmt, ist aus dem Vorhergehenden klar. 
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Sictfcmanu. ßt. 8. 1871. gcl^. $reig n. 12 3flgr. 

$)as t)orlicöcnbc ßcl^rbud) ber 3(ntl)mctif unb 2irgc6ra öcrfolöt bcn S^vtd, 
burd^ flrcnß ft)ftcmatifd^c 5(norbnunö bcö ©toffcö bic ujuiibcrfamc ©liebcrung 
bc« ficl^röcb&ubcö jum fd^ärfflcn 5ludbrii(f ju bringen, unb [omit bcn fict)rcr, 
vucld^cr biefcö ficl^rbud^ feinem Unterrichte ju ©runbc legt, t)on ben geffeln frei 
au l^alten, W)eld)c eine au^ väbagoöifd^en S'iücfndjtcn l^eroorgegangene 5fnorbnung 
jutegt. 2)ic in melieren £el)rbüd^em an bie ©pifee geftellten aUöemeinen 
©runbfä^c W SSerfaffer aU unnü^en SöaHafi über 93orb ßcnjorfcn; fic finb 
tl)eil« unfruchtbar, tl)eilö aber eine Duelle immer tuicberfe^btenber %tl)kx, tt>ic 
ni^t tvcnigc 2cl)rcr übereinfiimmenb bejeucjt ifeaben. @ine allgemeine 6inlei= 
tung in bie elementare äRatl^ematif foll bem gcometrifc^cn jtl^eile bed Sßerfe« 
Doraufgel^en, ba fie bort öornel^mlid^ an il)rem ^lafee ju fein f^eint. 

Obigem 3^^*^ intfipred^enb fmb bie ©rfl&rungcn, namentlid^ bie ber 
fieben D^ied^nungdarten, aber aü^^ äße übrigen, fo aufgcfleUt, n)ie fie fid^ unmittel^ 
bar ergeben unb tüie pc barum aucft allem bem genetifdftcn Unterrid^te ju biencn 
im Staube finb. ÜJiittelft biefer S)eftnitionen tverben audb fämmtlid^e Sclb'^fä^e 
(in ber praftifdbcn gorm al« „Sfiegcln" bejeid^net) gefunben, b. l). beriefen, 
inbem man t)on ber t)orliegcuben 5lufgabe auSgel^t unb barin ba« neue SBort 
erflärt. ®ie fonfl üblid^en Setueife für bie ©cfe^e namentliS^ ber inöerfen ^t^- 
nung harten ^aben ba« gegen fid^, baS fie nur Sfladfemeife ber SHidfttigfeit, b. 1^. nur 
bann möglid^ fmb, \üenn bie 33e^auptung bereit« vorliegt. SBoUflänbig au«gefül^rt fmb 
in bem Dorlicgenben fiel&rbud)e bieienigen 23ett)eife, bereu 5luffinbung eine reifere 
Urtl^eil«fraft öorauöfe^t, al« fic t)on bem ©d^üler auf ber iebe«maligen Unter? 
ric^t«flufe envartet xotxhm barf; bieienigen ©efefec bagegen, bie ber ^Bdbüler auf 
(Srunb ber oon il^m gewonnenen ©infid^t felbfi entbecfen fann, fmb ol)ne S3cn)ei« 
aufgefül)rt. S)ie jal^ltcic^en 3luf gaben, tDelc^e bem fiebrgebäube eingefügt fmb, 
gel)en ebenfaU« barauf au«, bie <5elbilt]&ätigfeit be« ^d^üler« auf einem (S^biete 
in ^Infprud^ gu nelbm^n, weld^e« er öoUflSiibig bel^errfd^t. S)ie bem Sel&rbud^e 
beigegebenen ©eifpiele finb mit befonberer Dfiüdffid^t auf fiel^rl^aftigfeit au«ge\vä]^lt 
unb foUen aud^ in ber gorm ber fiöfung bem ©c^üler SBorbilber bieten. 

(5d^tie6lic& fei betreff« ber getväi^Uen ^Terminologie barauf l^ingenjiefen, 
baS, IDO fic ettua t)on fonft gebr&ud^lidber abtoeid^t, bie« burc^weg au« päbagogifd&en 
©rünben aefd&el)en ift, namentlid| um S3erti?ed^«lungen gu öermeiben; tt)ie j. 58. 
gunction ftatt be« l^ier unb ha gebräud^lid^en Söorte« gorm au« fpäteren Stl^eilen 
ber ajiat^ematif in bic Slritl^metif l^erübergenommen, xoxt femer Dtabir flatt SBurjet 
gett)äl)lt ift; au« bemfelben ©runbe fmb bic 2lu«brüdfe Quabrat unb £ubu« 
fammt ben baöon abgeleiteten in ber 5lrit^metif »ermieben, unb ftatt Äennjiffer 
lieber bciii ebcnfo gebräuc^lid^e Sßort ^l)arafteriftif getDablt ujorben. (Sin SBonuiirf 
fann bem ße^rbud^e barau« felbfl nid^t t)on benen gemat^t ttjcrben, bic l&ierin 
anbercr tofidbt fmb, benn e« toirb il^ncn leicht fein, bic i^nen geläufigen 3lu«= 
brüdfc an bic ©teUc ju fetcn. [5lu« bem SSornjort.] 

SRet|Qbi{4 it^thntit ttufgalenfammlung, mel^r ate 7000 Sluf gaben 
cnt^attenb, über aße Il^eite ber Elementar ^Slritl^meti! für ©^m? 
nafien, SRedfc^uten unb ^jot^ted^nifc^e Sel^ranftatten. SSon Dr. 6. 
Sarbe^. gr. 8. 1871. gel^. 27 SRgr. 

$)a« 33ud& entl^&lt öiergig 5lbfdbnitte, beginnt <mit SSorübungen unb einer 
©infül)rung in bie S3üc5flabenred^nung unb enbigt mit ben Gleichungen be« vierten 
Grabe« unb ber Sluflöfung Itx ©Icid^ungen burdb 9^&l)erung. ^« ift baju be? 
ftimmt, in ben ^änben ber ©d^üler ju fein unb beim Unterridbtc jum ©runbe 
ju liegen. Sf^ad^ ber ^Infidbt be« 3Serfaffer« ifl c« nämlidb bei ber allgemeinen 



Slritl^metif nod^ oic( not^t^cnbigcr al« beim gctt>öl&nlid&cn ^tä^ntn , bafe bcr Sci^üler 
eine ötofee Slnjal^l georbneter wnb geeigneter Aufgaben in ^{inben l^e. 

SDie 3^^^ ber 3lufgaben fonjoj^I fd^tüieriger a(« au(fe leidster unb einfädlet 
%xi ijl fo gro6, baß \\t nid^t nur für bic fäl)ig(lcn ©cftüler au^reid^en n?irb, fon= 
bcrn ba6 mit i^rer .g)ülfe aud^ bic fd^tuäd^cren ©d^üler jur t)oUjlänbigen Älarl&eit 
ber vorgetragenen ©ä^e, jur ©etäufigfeit in ber 3lntt)enbung berfelben unb jur 
gertigfeit int fiöfcn ber betreffenben ?lufgaben gebrad^t njcrben fönnen. 

Um hoA Sntereffe ber ©d^üter rege %u erl^alten unb fic ju bef&l^igen, bic 
Dficd&nung auf red^t t)erfd^iebenartige SSer^ältniffe anjuttjcnbcn, ifl eine mögUd^jt 
grofec ÜKannigfaftigfeit ber 3lufgaben angeftrebt unb auf eine fhifenmSfeigc Dtci]&en= 
folge berfelben alle ©orgfalt tjcrttjcnbet ttjorben. 

2)ie ©Icid^ungcn be« crflen unb än)eiten ©rabc« mit einer unb mit mel^rcren 
Unbefannten unb iprc 3lnn)enbungcn pnb M ber ujid^tigjtc unb intereffantejie 
^i^eil ber 3lrit]&mctif in fo umfaffcnber Sßeife bearbeitet, xoxt e« biö ie^t fd^toer^ 
lid| in einer 5lufgabcnfammtunq ober in einem ßcl^rbud&e gefd^cl^cn ift. 

Orbnung unb Ueberrid^thd^feit bcr $)arjlcllung möd^ten ba« S3ud^ 1x06) be^ 
fonberö em^)fel^len8tt)ert]^ mad^en. SDer ©d^ülcr \t>iro fid^ leidet orientieren unb 
e« nid^t ungern in bie ^anb nel^men. 

^ie SRefttItate flttt) in einem lief outeten (^efte entl^alten, fontnten 
aBer niiiit in ten Sndil^antie^ fle merken uon ter- S3et(a0d]^ant)(ttng nur 
l»ire!t an ^t^xtx auf teren {(lecietten fönnfiii 0e0en (gin{enl»ttn0 uon 10 9l0t. 
in IBrieftttarfen ftanco tietfanltt. 

33on bcmfelbcn SBerf affer erfc^ien frül&cr: 

Algebraische GleicllUIlgen nebst den Eesultaten und den Methoden 
zu ihrer Auflösung. Von Dr. E. Bardey. gr. 8. 1868. geh. 
n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

Quadratisclie GleidLUngen mit den Lösungen für die oberen Klassen 
der Gymnasien und Realschulen. Von Dr. E. Bardey. gr. 8. 
1871. geh. n. 16 Ngr. 

Brockmaim , F. J. , Lehrer der Mathematik und Physik am königl. 
Gymnasium zu Cleve, Lehrbuch der ebenen und sphäri- 
schen Trigonometrie. Für Gymnasien und Realschulen 
bearbeitet. [Mit 46 Holzschnitten im Text.] gr. 8. 1869. 
geh. n. 16 Ngr. 

Herr Dr. Wienand in Halle sagt am Schlüsse einer eingehenden 
Recension in der „Zeitschrift für niathematischeu und naturwissenschaft- 
lichen Unterricht" über dieses schon vielfach eingeführte Buch: „wir 
erklären, dass wir es hier mit einem ganz vortrefflichen Schulbuche zu 
thun haben, das auch polytechnischen Schulen genügen wird und ganz 
besonders zum Privatstudium empfohlen werden kann. Die Ausstattung 
ist, wie bei allen Schriften, die aus der Teubner'schen Officin hervor- 
gehen, ganz vorzüglich, der Druck correct und der Preis (9?4 Bogen für 
16 Ngr.) ausserordentlich billig." 

Brockmann, F. J., Lehrer der Mathematik und Physik am königl. 
Gymnasium zu Cleve, Lehrbuch der elementaren Geome- 
trie für Gymnasien und Realschulen bearbeitet. Erster Theil. 
Die Planimetrie. [Mit 139 Figuren in Holzschnitt.] gr. 8. 
1871. geh. n. 20 Ngr. 

In gleicher Weise wie die mit allseitigem Beifall aufgenommene 
Trigonometrie hat der Verfasser die Planimetrie nach streng wissen- 
schaftlichen Principien bearbeitet. 
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